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2.1  บทนํา 

โดยทัว่ไปปรมิาณทางวศิวกรรมมกัแบ่งเป็น 2 ประเภท ไดแ้ก่  
1) ปรมิาณสเกลาร ์ เป็นปรมิาณทีบ่อกเฉพาะ “ขนาด” กส็ามารถเขา้ใจ

ตรงกนัไดอ้ยา่งสมบรูณ์ เชน่ อุณหภมู ิความดนั เป็นตน้ และ 
2) ปรมิาณเวคเตอร ์ เป็นปรมิาณทีต่อ้งบอกทัง้ “ขนาด” และ 

“ทศิทาง” จงึจะเขา้ใจไดอ้ยา่งสมบรูณ์ เชน่ แรงขนาด 30 N กระทาํใน
แนวระนาบจากซา้ยไปขวา เป็นตน้ นอกจากน้ียงัมปีรมิาณทางเวคเตอร์
อื่นๆ อกี อาท ิความเรว็ ความเรง่ โมเมนตมั  

 
2.2   นิยามทัว่ไปเก่ียวกบัเวคเตอร ์

เรานิยมเขยีนแทนเวคเตอรด์ว้ยลกูศรทีก่าํกบัดว้ยตวัอกัษร เชน่ a , b , 
v  โดยมกัเขยีนแจกแจงในรปูองคป์ระกอบของเวคเตอรซ์ึง่ประกอบดว้ยขนาด
กบัทศิทางในรปูของเวคเตอรห์น่ึงหน่วย ( i , j, k   ) ดงัแสดงในรปู 
 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่2.1 เวคเตอรแ์ละองคป์ระกอบของเวคเตอร ์
 
จากรปูเวคเตอร ์a  เขยีนแจกแจงในรปูองคป์ระกอบไดเ้ป็น 

x 

y 

z 

1a i
  

2a j
  

3a k
  

a  
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 1 2 3 1 2 3a a , a , a a i a j a k   

       (2.1) 
 
โดยที ่ i [1, 0, 0]

 , j [0,1, 0]
  และ k [0, 0,1]

  เป็นเวคเตอรห์น่ึงหน่วยใน
ทศิทาง x, y, และ z ตามลาํดบั สว่น a1, a2 และ a3 เป็นองคป์ระกอบของ
เวคเตอร ์a  ในทศิทาง x, y, และ z ตามลาํดบั  

ขนาดของเวคเตอรเ์ขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ เชน่ a , b , v  อ่านวา่
ขนาดของเวคเตอร ์ “…” (ไมไ่ดอ้่านวา่ absolute ของ “…”) หากเป็นเวคเตอรท์ี่
มขีนาดเทา่กบั 1 หน่วย จะเรยีกวา่ เวคเตอรห์น่ึงหน่วย (unit vector) โดย
เวคเตอรข์นาดใดๆ สามารถหาขนาดและสรา้งใหเ้ป็นเวคเตอรห์น่ึงหน่วยไดด้งัน้ี 

 
2 2 2
1 2 2a a a a  

       (2.2) 
 

1 2 32 2 2
1 2 2

a 1n ︵a i a j a k ︶a a a a
   

 

   
    (2.3) 

 
โดยเวคเตอรห์น่ึงหน่วย  n   จะชีใ้นทศิทางเดยีวกบัเวคเตอร ์a  
 จากรปูที ่2.2 กาํหนดเวคเตอร ์ Av

  และ Bv
  ทีล่ากจากจุดเริม่ตน้ O และ

สิน้สดุทีจุ่ด A และ B ตามลาํดบั เรยีกเวคเตอรท์ีว่ดัองิเทยีบกบัจุดเริม่ตน้วา่ 
“เวคเตอรส์มับรูณ์ (absolute vector)” สว่นเวคเตอรท์ีว่ดัเริม่จากปลาย Av

  และ
สิน้สดุทีป่ลาย Bv

  เขยีนเป็น B/Av  เรยีกวา่ “เวคเตอรส์มัพทัธ ์ (relative 
vector)” เป็นการวดัการเปลีย่นแปลงของเวคเตอรห์น่ึงเทยีบกบัอกีเวคเตอรห์น่ึง 
เชน่ วดัความเรว็ของรถยนตค์นัหน่ึงเทยีบกบัรถยนตอ์กีคนัหน่ึงทีว่ ิง่อยูใ่กลก้นั 
เรยีกวา่ความเรว็สมัพทัธ ์เป็นตน้ เขยีนเป็นความสมัพนัธไ์ดด้งัน้ี 
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B A B A A B/Av v ︵v v ︶v v    
          (2.4) 

 
 
 
 
 
 
 
 

รปูที ่2.2 ความสมัพนัธร์ะหวา่งเวคเตอร ์
 
2.3 การดาํเนินการทางเวคเตอร ์
 2.3.1 การบวก/ลบเวคเตอร ์
 1) การบวกเวคเตอร ์
  
     หรอื  
 
 

 c a b 
       c b a 

   
 
ดงันัน้จงึไดว้า่ c a b b a   

     
 2) การลบเวคเตอร ์ (ใชห้ลกัการบวกเวคเตอร ์โดยการบวกดว้ยเวคเตอร์
ทีม่ขีนาดเทา่เดมิแต่มทีศิทางตรงขา้ม) 
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d a b a ︵b ︶    
     

 
โดย b

  หมายถงึเวคเตอรท์ีม่ขีนาดเทา่กบั b
  แต่ทศิทางตรงขา้มกนั 

 ในทางเรขาคณิตและตรโีกณมติเิมือ่เวคเตอรร์วมกนัอยู ่ หากเรารูข้นาด
และทศิทางของเวคเตอร ์ 1 ดา้น และรูม้มุประกอบทัง้สามมมุ (ซึง่ตอ้งเป็นมุม
แหลมเทา่นัน้) เราสามารถหาขนาดแลกะทศิทางของเวคเตอรด์า้นทีเ่หลอืได ้
เชน่ รูข้นาดของเวคเตอร ์ a  ขนาดของมมุ a , b  และ c ดงัรปู เราสามารถ
หาเวคเตอร ์b  และ c  ไดด้งัน้ี 
 
 

a b c 
   

 
 
 
จงึไดค้วามสมัพนัธว์า่ 
 

ca sin H 
     และ ac sin H 

  
 
 
 
 

ดงันัน้จงึไดว้า่ c aa sin c sin  
   หรอื 

a c

a c
sin sin


 

 
  

ในขณะเดยีวกนักส็ามารถพสิจูน์ไดว้า่ 
 

a c b

ba c
sin sin sin

 
  

 
     (2.5) 
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ความสมัพนัธข์า้งตน้เรยีกวา่ “กฏไซน์” (sine law) ซึง่ขอ้ควรระวงัในการใชง้าน
คอืมมุประกอบทัง้ 3 มมุตอ้งเป็นมมุแหลม 
 
ตวัอยา่ง 2.1 ปัญหาทางวศิวกรรมทีใ่ชห้ลกัการรวมและวเิคราะหท์างเวคเตอร ์
เชน่ การวเิคราะหก์ารเคลือ่นทีข่องกลไกดงัแสดงในรปู จงหา Bv

  และ B/Av  
วธิทีาํ จากรปูจะไดส้ิง่ทีรู่แ้ละยงัไมรู่ด้งัแสดงในตาราง 
 

 Av
  Bv

  B/Av  
ขนาด    
ทศิทาง    

 
 
 
 
 
จากความสมัพนัธ ์

B A B A A B/Av v ︵v v ︶v v    
         (a) 

จากรปูการวเิคราะหร์ะบบใหญ่โดยตรงจะยากและซบัซอ้น จงึไดแ้ยกระบบใหญ่
ออกเป็น 2 ระบบยอ่ย โดยเขยีนเป็น FBD (Free Body Diagram) ไดด้งัน้ี 
 
 
 
 
 
 
 
(ระบบใหญ่)   (ระบบยอ่ย 1)  (ระบบยอ่ย 2)   
 

60o B 
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รายละเอยีดการวเิคราะหเ์ป็นดงัน้ี 

ระบบยอ่ยที ่1 กาํหนดตลอดทัง้แทง่เคลือ่นทีไ่ปดว้ยความเรว็และทศิทาง
เดยีวกบัปลอก A ดงันัน้จงึได ้

A1 Av v   และ B1 Av v   ทศิทาง   (b) 
ระบบยอ่ยที ่ 2 พจิารณาทีป่ลอก A เพือ่ใหค้วามเรว็ของระบบใหญ่และ

ระบบยอ่ยสอดคลอ้งกนั ผลรวมของความเรว็ของระบบยอ่ยจงึตอ้งไดข้นาดและ
ทศิทางเทา่กบัระบบใหญ่ ดงันัน้จงึไดว้า่ 

A1 A2 Av v v 
     ทศิทาง   (c) 

แต่เน่ืองจากระบบยอ่ยที ่1 ไดก้าํหนดให ้ A1 Av v  แลว้ ดงันัน้จงึไดว้า่ A2v 0  
ใชเ้งือ่นไขความสอดคลอ้งเชน่เดยีวกนัจะไดค้วามสมัพนัธท์ีป่ลอก B เป็นดงัน้ี 

B1 B2 Bv v v 
     ทศิทาง o60  (d) 

เน่ืองจาก A2v 0 หมายความวา่จุด A2 ถกูตรงึใหอ้ยูก่บัที ่ดงันัน้จงึสง่ผลใหจุ้ด 
B2 เคลือ่นทีไ่ดใ้นลกัษณะเดยีวคอืหมนุรอบจุด A2 เทา่นัน้ ซึง่ลกัษณะการ
เคลือ่นทีแ่บบหมนุนัน้เวคเตอรค์วามเรว็จะอยูใ่นแนวสมัผสัโคง้การเคลือ่นทีแ่ละ
ตัง้ฉากกบัรศัมกีารหมนุ 
 เน่ืองจาก B1 Av v   (สมการ (b)) ความสมัพนัธส์มการ (d) จงึไดเ้ป็น 

A B2 Bv v v 
     หรอื  B A B2v v v 

    (e) 
เปรยีบเทยีบสมการ (e) กบัสมการ (a) จงึได ้ B2 B/Av v  จากนัน้ใชห้ลกัการ
รวมเวคเตอรไ์ดเ้ป็นดงัรปู 
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vB/A  
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ใชก้ฏไซน์วเิคราะหห์า vB และ vB/A ไดด้งัน้ี 

B/AB
o o o

vv1.2
sin55 sin65 sin60

      (f) 

แกส้มการได ้vB = 1.328 m/s และ vB/A = 1.269 m/s 
หลกัการขา้งตน้เรยีกวา่ “Super positioning” ซึง่เป็นการแยกระบบใหญ่

ออกเป็นระบบยอ่ยหลายระบบเพือ่สะดวกต่อการวเิคราะห ์ก่อนนําผลวเิคราระห์
ของระบบยอ่ยมารวมกนัเป็นระบบใหญ่ในภายหลงั 
 2.3.2 Scalar Product (Dot product)  

กาํหนดเวคเตอร ์ 1 2 3a a i a j a k  
    และ 1 2 3b b i b j b k  

   
 เมือ่ 

 เป็นมมุระหวา่งเวคเตอรท์ัง้คู ่ดงัรปู  
 
 
 
 
 
 
 

การดาํเนินการ Dot product ของเวคเตอรใ์หนิ้ยามดงัน้ี 

 

a b | a ||b | cos  
         (2.6) 

 
ซึง่ไดข้อ้สรปุวา่ a b 0 

  เมือ่ o90   
   a b 0 

  เมือ่ o90   
a b 0 
  เมือ่ o90   

 
 
 
 



a  

b

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นอกจากน้ียงัสามารถหาคา่ไดโ้ดยใชว้ธิกีระจายพจน์ดงัน้ี 
 

 

1 2 3 1 2 3

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

a b ︵a i a j a k ︶ ︵b i b j b k ︶

a b ︵i i ︶a b ︵i j ︶a b ︵i k ︶

a b ︵j i ︶a b ︵j j ︶a b ︵j k ︶

a b ︵k i ︶a b ︵k j ︶a b ︵k k ︶

      

        
       
      

      
     

     

     

  (2.7) 

           
     1 1 2 2 3 3a b a b a b    

ขอ้สงัเกตของการดาํเนินการ Dot product คอื 
1) ผล Dot product ของเวคเตอรห์น่ึงหน่วยในแนวแกนพจิารณาไดด้งัน้ี 

i i j j k k 1     
     

 และ i j i k j i j k k i k j 0           
           

 

(เพราะเวคเตอร ์ i j k 
    คา่cos 0  ) 

2) การ Dot ของเวคเตอรจ์ะไดผ้ลลพัธเ์ป็นปรมิาณสเกลารเ์สมอ 
3) การ Dot ของเวคเตอรม์คีุณสมบตักิารสลบัทีห่รอื a b b a  

    
2.3.3 Vector Product (Cross Product) 

กาํหนดเวคเตอร ์ 1 2 3a a i a j a k  
    และ 1 2 3b b i b j b k  

   
 

ทาํมมุกนั  ดงัแสดงในรปู 
 
 
 
 
 
 
 
 

การดาํเนินการ Cross product ของเวคเตอรใ์หนิ้ยามดงัน้ี 

 

a b a b sin  
         (2.8) 

 
ดงันัน้เวคเตอรท์ีท่าํมมุกนั 0 หรอื 180 องศา เมือ่ Cross กนัจะไดผ้ลลพัธ์
เทา่กบัศนูย ์ โดยหาก v a b 

  เวคเตอรล์พัธ ์ v  ทีไ่ดจ้ะตัง้ฉากกบัเวคเตอร ์ a  
และ b  และมทีศิทางเป็นไปตามกฏมอืขวา ดงัแสดงในรปู 



b


 

a  

v
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ในทางปฏบิตัเิราคาํนวณ Cross product โดยใชห้ลกัการหาดเีทอมิ
แนนตอ์นัดบัสาม (3rd-order determinant) ดงัน้ี 

 

1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

i j k i j
v a b a a a a a

b b b b b
  

    
     (2.9) 

 
2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

1 2 3

v ︵a b a b ︶i ︵a b a b ︶j ︵a b a b ︶k
v i v j v k

     

  

  
    

 

โดยที ่ 2 3
1

2 3

a a
v

b b
 ,  3 1

2
3 1

a a
v

b b
 ,  1 2

3
1 2

a a
v

b b
  

 
หรอืใชว้ธิกีระจายพจน์ไดเ้ป็นดงัน้ี 

 
1 2 3 1 2 3

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

a b ︵a i a j a k ︶ ︵b i b j b k ︶

a b ︵i i ︶a b ︵i j ︶a b ︵i k ︶

a b ︵j i ︶a b ︵j j ︶a b ︵j k ︶

a b ︵k i ︶a b ︵k j ︶a b ︵k k ︶
      

        
       
      

      
     

     

     

  (2.10) 

 

           1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

︵a b ︶k ︵a b ︶j ︵a b ︶k ︵a b ︶i ︵a b ︶j ︵a b ︶i

︵a b a b ︶i ︵a b a b ︶j ︵a b a b ︶k
     

     

     

    

 
ขอ้สงัเกตของการ Cross product คอื 
1) การ Cross เวคเตอรห์น่ึงหน่วยในแนวแกนไดผ้ลดงัน้ี 

i i 0 
 

;    i j k 
  

; i k j  
    

j i k  
  

;  j j 0 
 

; j k i 
    

k i j 
  

;     k j i  
  

; k k 0 
   

 
2) การ Cross ของเวคเตอรจ์ะไดผ้ลลพัธเ์ป็นปรมิาณเวคเตอร ์

+

−

i


 

k


 j


 
+
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3) การ Cross ของเวคเตอรไ์มม่สีมบตักิารสลบัที ่ หรอื a b b a  
    แต่ 

a b b a   
    

4) การ Cross เวคเตอรไ์มม่สีมบตักิารจดักลุม่ หรอื a ︵b c ︶ ︵a b ︶c    
      

เชน่ i ︵i j ︶ i k j     
       สว่น ︵i i ︶j 0 j 0    

       
 
 
ตวัอยา่ง 2.2 ปัญหาทางวศิวกรรมทีใ่ชห้ลกัการ Cross ของเวคเตอร ์ เชน่ การ
วเิคราะหก์ารเคลือ่นทีข่องกลไกทีม่คีวามเรว็ v  และความเรว็เชงิมมุ   ดงัแสดง
ในรปู เมือ่กาํหนดใหก้า้น AB หมนุในทศิทางทวนเขม็นาฬกิาดว้ยความเรว็
เชงิมมุ AB 20rad/s   จงหาควมเรว็เชงิมมุของกา้น BD และ ED ตามลาํดบั 
 
 
 
 
 
 
 
วธิทีาํ แสดงเป็นเวคเตอรไ์ดด้งัน้ี (แกน z พุง่ออกตัง้ฉากกบัหน้ากระดาษ) 
        
 
 
 
 
 
 
 
 
 

เวคเตอรแ์ต่ละตวัแจกแจงพกิดัไดด้งัน้ี 

   ABr 2.00 i 3.50 j 
     

  EDr 4.25 i 4.25 j  
       (a) 

   D/Br 3.00 i 0.75 j 
 

 

0.75  

3.50  

2.00  3.00  4.25  

AB  

A  

B  D  

E  

y  

ABr
  

A  

 B  
D  

E  

D/Br  

EDr
  

 x  
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เน่ืองจากจุด A และ E ถกูตรงึไวก้บัที ่ดงันัน้จงึได ้

A Ev v 0 
         (b) 

กา้น AB หมนุในทศิทวนเขม็นาฬกิาดว้ยความเรว็เชงิมมุ AB  เน่ืองจาก
เป็นการหมนุรอบแกน z ดงันัน้ใชก้ฏมอืขวาจงึได ้

   AB ABk 20k rad/s   
        (c) 

เน่ืองจากยงัไมรู่ว้า่ D/B และ ED  หมนุในทศิทางใด ฉะนัน้จงึสมมตุใิหม้ี
ทศิทางเดยีวกบั AB  คอืหมนุรอบแกน z ในทศิทวนเขม็นาฬกิา จงึไดว้า่ 

D/B D/Bk  
  และ  ED EDk  

    (d) 
จากความสมัพทัธร์ะหวา่งจุด D และ B ของกา้น BD จะไดว้า่ 

D B D/Bv v v 
         (e) 

แทนความสมัพนัธ ์ v r 
   ลงในสมการ (e) ไดเ้ป็น 

ED ED AB AB D/B D/Br r r      
      

แทนคา่ไดเ้ป็น 
ED

D/B

k ︵4.25 i 4.25 j ︶20k ︵2.00 i 3.50 j ︶

k ︵3.00 i 0.75 j ︶

       

  

     

    (f) 

จากสมการ (f) ทาํการ cross เวคเตอรแ์ละจดัรปูไดเ้ป็น 
ED ED D/B D/B4.25 j 4.25 i 40 j 70 i 0.3 j 0.75 i         
       

เทยีบองคป์ระกอบสาํหรบัแต่ละเวคเตอรไ์ดเ้ป็น 
ทศิทาง i : ED D/B4.25 70 0.75       
ทศิทาง j : ED D/B4.25 40 0.3      
แกส้มการไดค้า่ D/B 29.3rad/ s    และ ED 11.3rad/s   
 

2.3.4 โคไซน์แสดงทศิทาง (Direction cosines) 
 กาํหนดเวคเตอร ์ 1 2 3v v i v j v k  

    แสดงดงัรปู โดย 1  และ 

2  เป็นมมุระหวา่งเวคเตอร ์ v  กบัแกน 1x  และ 2x  ตามลาํดบั (ในทีน้ี่จงใจ
แสดงรปูใน 2 มติเิพือ่ใหง้า่ยต่อการทาํความเขา้ใจ ใหน้กัศกึษาคดิต่อยอดวา่มนั
มแีกน 3x  และ 3  อยูด่ว้ยเชน่กนั) 
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จากรปูใชค้วามรูม้ธัยมศกึษาเรือ่งตรโีกณมติ ิจะไดค้วามสมัพนัธด์งัน้ี 
 

1 1v v cos 
 ,   2 2v v cos 

 ,    3 3v v cos 
   (2.11a) 

 
1

1
vcos l
v

   ,  2
2

vcos m
v

   , 3
3

vcos n
v

    (2.11b) 

 
เรยีก l, m, n วา่โคไซน์แสดงทศิทางของเวคเตอร ์v  บนแกน 1x , 2x , 3x  
ตามลาํดบั ดงันัน้จงึได ้
 

 1v v l
 ,  2v v m

 ,  3v v n
     (2.11c) 

 
จาก 1 2 3v v i v j v k  

    แทนคา่ดว้ยสมการที ่(2.11c) ไดเ้ป็น 
 
 v v ︵l i m j nk ︶  

          (2.11d) 
 
ฉะนัน้ vl i m j nk

v
  

  
  จงึเป็นรปูแบบของเวคเตอรห์น่ึงหน่วยในทศิทาง v  

นัน่เอง ดงันัน้จงึไดว้า่ 
 

2 2 2l m n 1    หรอื 2 2 2l m n 1     (2.11e) 
 

1v i
  

 x2 

  x1 

2v j
  v  

1  2  



เวคเตอรแ์คลคลูสั 

หลกัการของโคไซน์แสดงทศิทางมคีวามสาํคญัต่อการวเิคราะหพ์กิดัและ
การแปลงพกิดัมาก ซึง่ถกูประยกุตใ์ชห้ลายดา้นในงานวศิวกรรมเครือ่งกล 
นกัศกึษาจะไดเ้รยีนรูใ้นบทถดัไป 
 
 
 
 
2.4  สนามเวคเตอรแ์ละสนามสเกลาร ์

สนามเวคเตอรแ์ละสนามสเกลารม์กัถกูอธบิายดว้ยฟังกช์นัในรปูของ
ฟังกช์นัเวคเตอรแ์ละฟังกช์นัสเกลาร ์ตามลาํดบั  

1) ฟังกช์นัสเกลาร ์ (scalar function) หมายถงึปรมิาณสเกลารท์ีม่คีา่
เปลีย่นไปตามพกิดัหรอืตวัแปรอสิระอื่นทีเ่กีย่วขอ้ง เชน่ การกระจายอุณหภมูิ
บนแทง่โลหะ ดงัแสดงในรปูที ่2.3 

จากรปูขอบดา้นซา้ยของแทง่โลหะมอุีณหภมู ิ 100oC ขอบขวาอุณหภมู ิ
0oC การกระจายอุณหภมูบินแทง่โลหะเรยีกวา่ “โปรไฟลอุ์ณหภมู”ิ จะมลีกัษณะ
เป็นเชงิเสน้ตรง โดยมคีา่เปลีย่นไปตามพกิดั x ดงันัน้อุณหภมู ิ(ซึง่เป็นปรมิาณส
เกลาร)์ จงึเป็นฟังกช์นัของพกิดั x หรอื T=T(x)  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
รปูที ่2.3 ตวัอยา่งของฟังกช์นัสเกลาร ์

 

  100oC 0oC 

L=1 
 x 

100 

T(oC) 

 0 

Temperature profile: T=T(x) 

 x 
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จากรปูที ่ 2.3 นกัศกึษาสามารถหาการแจกแจงของอุณหภมู ิ T(x) ไดไ้ม่
ยาก โดยหาความชนัและสรา้งเป็นสมการเสน้ตรง ดวัน้ี 
ความชนั  2 1

2 1

T TT 0 100m 100
x x x 1 0

     
  

 

สมการเสน้ตรง 1 1T T m ︵x x ︶ T 100 100 ︵x 0 ︶         
ดงันัน้ แจกแจงอุณหภมูอิยูใ่นรปูสมการ T ︵x ︶ 100x 100    

2) ฟังกช์นัเวคเตอร ์(vector function) หมายถงึปรมิาณสเวคเตอรท์ีม่คีา่
เปลีย่นไปตามพกิดัหรอืตวัแปรอสิระอื่นทีเ่กีย่วขอ้ง เชน่ ความเรว็ของรถยนตท์ี่
เปลีย่นไปในขณะทีว่ิง่บนเสน้ทาง S ดงัแสดงในรปูที ่2.4 

จากรปูรถยนตอ์อกตวัดว้ยความเริม่ตน้ดว้ยความเรว็ 40 km/h เพือ่วิง่ไป
ตามเสน้ทาง S ในขณะวิง่ไปความเรว็และทศิทางของรถยนตก์เ็ปลีย่นไปตาม
ระยะเวลาทีว่ิง่ไป ดงันัน้ความเรว็ (ซึง่เป็นปรมิาณเวคเตอร)์ จงึเป็นฟังกช์นัของ
เวลา t หรอื  1 2 3v v ︵t ︶ v ︵t ︶, v ︵t ︶, v ︵t ︶ 

   ซึง่สามารถเขยีนกราฟแสดงการ
เปลีย่นแปลงความเรว็เมือ่เวลาเปลีย่นไปไดด้งักราฟดา้นลา่ง 

 
 

 
 
 
 
 

รปูที ่2.4 ตวัอยา่งของฟังกช์นัเวคเตอร ์
 
ในขณะเดยีวกนันกัศกึษากอ็าจตัง้ขอ้สงัเกตไดว้า่เสน้ทาง S กเ็ป็นเวคเตอรไ์ด้
และเป็นฟังกช์นัทีข่ ึน้อยูก่บัเวลาเชน่เดยีวกนั เพราะมกีารเปลีย่นพกิดัเมือ่เวลา
เปลีย่นไป หรอือยูใ่นรปู  S S ︵t ︶ x ︵t ︶, y ︵t ︶, z ︵t ︶ 

 
 นัน่เอง 

Path S v (km/h) 

40 

50 

30 

20 
10 

 v (km/h) 

 t (hr) 
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เน่ืองจากเวคเตอรม์อีงคป์ระกอบทีข่ ึน้กบัทศิทางและเป็นอสิระต่อกนั 
ดงันัน้ การหาการเปลีย่นแปลงของฟังกช์นัเวคเตอรจ์งึตอ้งใชห้ลกัการอนุพนัธ์
ยอ่ย เชน่ การเปลีย่นแปลงความเรว็ v  ทีเ่วลาเปลีย่นไปดงัแสดงในรปู 
 
 
 
 
 
หาการเปลีย่นแปลงความเรว็เทยีบกบัเวลาไดเ้ป็นดงัน้ี 
 

t 0
v ︵t t ︶v ︵t ︶v v ︵t ︶ limt t 

    
 

       (2.12a) 

 
เน่ืองจากเวคเตอรค์วามเรว็มอีงคป์ระกอบทัง้ในทศิทาง x ,y และ z จงึเขยีนได้
เป็น 1 2 3v ︵t ︶[v ︵t ︶, v ︵t ︶, v ︵t ︶]

  ดงันัน้ การเปลีย่นแปลงความเรว็จงึไดเ้ป็น 
 

31 2
1 2 3

vv vv ︵t ︶[v ︵t ︶, v ︵t ︶, v ︵t ︶] i j k
t t t

       
  

    (2.12b) 

 
ตวัอยา่ง 2.3 วตัถุเคลือ่นทีไ่ปเป็นบนเสน้ทาง r Rcos t i Rsin t j   

   เป็น
ระยะเวลา t  จงหาความเรว็ ความเรง่ ของการเคลือ่นทีด่งักลา่ว   
วธิทีาํ ความเรว็หาไดจ้ากการเปลีย่นแปลงระยะทางเทยีบกบัเวลา 

1 2

rv ︵t ︶ Rsin t i Rcos t j
t

v i v j

     


 

  

    

เมือ่ 1v Rsin t    และ 2v Rcos t    ดงันัน้ขนาดความเรว็หาไดด้งัน้ี 

 
2 2 2 2
1 2

2 2 2

v v v ︵ Rsin t ︶ ︵ Rcos t ︶

︵ R ︶ ︵sin t cos t ︶ R

       

      


 

ความเรง่หาไดจ้ากการเปลีย่นแปลงความเรว็เทยีบกบัเวลา 

v ︵t ︶



v ︵t t ︶ 
  
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2 2

2 2

va ︵t ︶ Rcos t i Rsin t j
t

︵Rcos t i Rsin t j ︶ r

     


    

  

    

ขนาดของความเรง่หาไดด้งัน้ี 
2 2 2 2

2 2 2 2 2

a ︵ Rcos t ︶ ︵ Rsin t ︶

︵ R ︶ ︵sin t cos t ︶ R

     

      


 

 
 
 

2.5  การดาํเนินการทางสนามเวคเตอรแ์ละสนามสเกลาร ์
2.5.1 เกรเดยีนต ์

 เกรเดยีนตเ์ป็นการดาํเนินการทางสนามสเกลาร ์ เป็นการวเิคราะห์
การเปลีย่นแปลงของปรมิาณสเกลารเ์ทยีบกบัพกิดั เชน่ การกระจายอุณหภมูิ
บนแทง่โลหะ 1 มติ ิดงัแสดงในรปูที ่2.3 จะเหน็วา่อุณหภมูเิปลีย่นตามพกิดั x ที่
เปลีย่นไป หรอื T=T(x) ซึง่เขยีนเป็นความสมัพนัธใ์นทางคณิตศาสตรไ์ดเ้ป็น 

   T
x




 หรอื (ในทางแคลคลูสั) dT
dx

 

และเพือ่ใหช้ดัเจนวา่การเปลีย่นแปลงดงักลา่วเป็นไปในทศิทาง x เราจงึเขยีน
กาํกบัดว้ยเวคเตอรก์าํกบัทศิทางไดเ้ป็น dT i

dx


 

 ในกรณีทีก่ารเปลีย่นแปลงเกดิขึน้ในหลายมติหิรอืเทยีบต่อหลายทศิทาง 
เชน่ กรณีการกระจายความรอ้นบนกอ้นโลหะ 3 มติ ิเราจะได ้T=T(x, y, z) เรา
จงึไดค้วามสมัพนัธท์ีใ่ชก้ารเปลีย่นแปลงในรปูแบบดงัน้ี 

dT dT dTi j k
dx dy dz

 
    

เรยีกการดาํเนินการรปูแบบน้ีวา่ “เกรเดยีนต”์ เขยีนยอ่เป็น grad ︵T ︶หรอื T
  

ดงันัน้ หากกาํหนดให ้ เป็นปรมิาณสเกลาร ์เกรเดยีนตข์อง  ใหนิ้ยาม
เป็นดงัน้ี 

  
grad i j k

x y z
       
  

       (2.13) 
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โดย i j k

x y z
     
  

  
 (  อ่านวา่ nabla หรอื del) เป็นตวัดาํเนินการทาง

เวคเตอร ์(vector operator) 
ขอ้สงัเกตเกีย่วกบัเกรเดยีนตค์อื 
1) ตวัแปรสเกลารเ์ทา่นัน้ทีส่ามารถนําไปดาํเนินการเกรเดยีนตไ์ด ้ 
2) การดาํเนินการเกรเดยีนตใ์หผ้ลลพัธเ์ป็นปรมิาณเวคเตอร ์ ดงันัน้ เกรเดยีนต์
จงึใชเ้พือ่ “แปลงสนามสเกลารใ์หเ้ป็นสนามเวคเตอร”์ 

 
ตวัอยา่ง 2.4 กาํหนดปรมิาณสเกลาร ์ 22x yz 3y     จงหาเกรเดยีนตข์อง   
วธิทีาํ จากนิยามของเกรเดยีนต ์ grad i j k

x y z
     
  

    

ดงันัน้จงึไดว้า่ 
2 2 2grad ︵2x yz 3y ︶i ︵2x yz 3y ︶j ︵2x yz 3y ︶k

x y z
2 i ︵z 6y ︶j yk

           
  

   

  

  

 
2.5.2 ไดเวอรเ์จนต ์

ไดเวอรเ์จนตเ์ป็นการดาํเนินการทางสนามเวคเตอร ์ เป็นการหาการ
เปลีย่นแปลงของปรมิาณเวคเตอรเ์ทยีบกบัพกิดั หากาํหนด 1 2 3a a i a j a k  

    

เป็นปรมิาณเวคเตอร ์  ไดเวอรเ์จนตข์อง a  เขยีนแทนดว้ย diva  หรอื a
   ให้

นิยามดงัต่อไปน้ี 
 

  
1 2 3

31 2

diva a ︵ i j k ︶ ︵a i a j a k ︶x y z
aa a

x y z

         
  

   
  

      

 (2.14) 

 
ขอ้สงัเกตเกีย่วกบัไดเวอรเ์จนตค์อื 
1) ตวัแปรเวคเตอรเ์ทา่นัน้ทีส่ามารถนําไปดาํเนินการไดเวอรเ์จนตไ์ด ้  



เวคเตอรแ์คลคลูสั 

2) การดาํเนินการไดเวอรเ์จนตใ์หผ้ลลพัธเ์ป็นปรมิาณสเกลาร ์ ดงันัน้ ไดเวอร์
เจนตจ์งึใชเ้พือ่ “แปลงสนามเวคเตอรใ์หเ้ป็นสนามสเกลาร”์ 

 
ตวัอยา่ง 2.5 กาํหนดเวคเตอร ์ 2a 3xz i 3xy j yz k  

    จงหาไดเวอรเ์จนตข์อง
เวคเตอร ์a  
วธิทีาํ  เทยีบรปูแบบกบั 1 2 3a a i a j a k  

    จงึได ้ 1a 3xz , 2a 3xy  และ 
2

3a yz   และจากนิยามของไดเวอรเ์จนต ์ 31 2 aa adiva
x y z

   
  

  

ดงันัน้จงึไดว้า่ 
2diva ︵3xz ︶ ︵3xy ︶ ︵ yz ︶x y z

3z 3x 2yz

     
  

  


 

 
2.5.3 เคริล์ 

กาํหนด 1 2 3a a i a j a k  
    เป็นปรมิาณเวคเตอร ์ เคริล์ของ a  หา

ไดจ้ากรปูแบบดงัน้ี 
 

 

1 2 3

1 2 3 1 2

curla a ︵ i j k ︶ ︵a i a j a k ︶x y z

i j k i j

x y z x y
a a a a a

         
  

    
    

      

    
 (2.15) 

 

        3 32 1 2 1a aa a a a

︵ ︶i ︵ ︶j ︵ ︶k
y z z x x y

         
     

    

 
ขอ้สงัเกตเกีย่วกบัเคริล์คอื 
1) ตวัแปรเวคเตอรเ์ทา่นัน้ทีส่ามารถนําไปดาํเนินการเคริล์ได ้ 
2) การดาํเนินการเคริล์ใหผ้ลลพัธเ์ป็นปรมิาณเวคเตอร ์

 

+

−
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ตวัอยา่ง 2.6 กาํหนดปรมิาณเวคเตอร ์a yz i 3xz j zk  
    จงหาเคริล์ของ a  

วธิทีาํ  เทยีบรปูกบั 1 2 3a a i a j a k  
    จะได ้ 1a yz , 2a 3xz  และ 3a z  

ดงันัน้ จากนิยามของเคริล์จงึไดว้า่ 
 

1 2 3 1 2

i j k i j

curla 3x i y j 2zk
x y z x y
a a a a a

        
    

    

    

 
ตวัอยา่ง 2.7 แผน่ดสิกก์ลมหมนุทวนเขม็นาฬกิารอบแกน z ดว้ยความเรว็
เชงิมมุ  จงหาเคริล์ของสนามความเรว็ของแผน่ดสิก ์
วธิทีาํ 
 
 
 
 
 
พกิดัใดๆ บนแผน่ดสิกก์ลมคอื r x i y j zk  

    และเวคเตอรค์วามเรว็เชงิมมุ 
(ตามกฏมอืขวา) k 

  สนามความเรว็ของการหมนุหาไดจ้าก 
v r k ︵x i y j zk ︶ y i x j         

          
ดงันัน้ เคริล์ของสนามความเรว็ของแผน่ดสิกห์าไดจ้าก 
 

1 2 3

i j k i j k

curlv 2 k
x y z x y z
v v v y x 0

        
     

 

     

  

 
 สรปุไดว้า่ เคริล์ของสนามความเรว็ของการหมนุจะมทีศิทางเดยีวกบัหาร
หมนุ และมขีนาดเป็น 2 เทา่ของความเรว็เชงิมมุของการหมนุ บางครัง้เรยีกเคริ์

+

−

v  
  

 x 

y 

 z 

r  



เวคเตอรแ์คลคลูสั 

ลของสนามความเรว็ของการหมนุ curlv  วา่ rotv (rotation) ซึง่หลกัการน้ี
นกัศกึษาจะไดเ้รยีนในรายวชิาดา้นกลศาสตรข์องไหล 
 

2.5.4 ลาปลาเชยีน 
     ลาปลาเชยีนเป็นรปูแบบการดาํเนินการทีพ่บคอ่นขา้งบ่อยในสมการ

ควบคมุต่างๆ ทางวศิวกรรมเครือ่งกล โดยเฉพาะสมการควบคุมเกีย่วกบัการ
แพร ่ เชน่ สมการควบคุมการนําความรอ้น สมการควบคมุการไหลสาํหรบัพจน์
การกระจายความหนืด เป็นตน้ เป็นการดาํเนินการทีใ่ชส้าํหรบัตวัแปรสเกลาร ์
กาํหนดให ้ เป็นปรมิาณหรอืสนามสเกลาร ์ลาปลาเชยีนของ  ใหนิ้ยามดงัน้ี 

  
2 2 2

2
2 2 2x y z

         
  

      (2.16) 

 

โดย 
2 2 22
2 2 2x y z

     
  

  (อ่านวา่ Laplacian operator) เป็นตวัดาํเนินการ

ทางสเกลาร ์
ขอ้สงัเกตเกีย่วกบัการดาํเนินการลาปลาเชยีนคอื 
1) ตวัแปรทีส่ามารถนําไปดาํเนินการลาปลาซไดน้ัน้ ตอ้งเป็นตวัแปรของ
ปรมิาณสเกลารเ์ทา่นัน้   
2) การดาํเนินการลาปลาซจะไดผ้ลลพัธเ์ป็นปรมิาณสเกลาร ์ 
3) 2 div ︵grad ︶ ︵ ︶ ︵ i j k ︶ ︵ i j k ︶x y z x y z

                
     

         

            
2 2 2

2 2 2︵ ︶ ︵ ︶ ︵ ︶x x y y z z x y z
               

        
 

 
ตวัอยา่ง 2.8 การกระจายอุณหภมูบินกอ้นโลหะกอ้นหน่ึงเป็นไปตามสมการ  

3T 2x yz 3y    จงหาลาปลาเชยีนของการกระจายดงักลา่ว 

วธิทีาํ  จากนิยามของลาปลาเชยีน  
2 2 22
2 2 2
T T TT
x y z
     
  


 

ดงันัน้จงึไดว้า่ 
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2 2 22 3 3 3
2 2 2T ︵2x yz 3y ︶ ︵2x yz 3y ︶ ︵2x yz 3y ︶x y z

0 ︵6 ︶0

           
  

   


 

 
 
 
 
 
 
 
 

แบบฝึกหดับทท่ี 2 
 
1. กาํหนด a 2 i j 3k  

   , b i 4k 
    และ c 3 i j 2k  

    จงหา 
 1.1) ︵a c ︶b 

     1.2) a b b c c a    
      

 1.3) a b c 
   

2. กาํหนดให ้a b a c  
    จงแสดงวา่ b c

   
3. จงหาเวคเตอรห์น่ึงหน่วยของ a  ซึง่ตัง้ฉากกบัเวคเตอร ์2 i 5 j

    
4. จงพสิจูน์วา่ a i j 2k  

   , b 3 i 4 j k  
     และ c 10 i 2 j 4k   

    ตัง้ฉาก   
   ซึง่กนัและกนั 
5. กาํหนดให ้ 1a a i 2 j 

   และ b 3 i 4 j k  
     ตัง้ฉากกนั จงหาคา่ 1a  

6. จงพสิจูน์วา่เสน้ตรง 3x 5y 1   ตัง้ฉากกบัเสน้ตรง 10x 6y 7   
7. จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง 4x y 2   และ x 4y 3   
8. จงหามมุระหวา่งเสน้ตรง x y 1   และ 2x 3y 0   
9. กาํหนดให ้a i j 

  , b i 2k  
   , c 2 i 3 j k  

    และ d 5 i 7 j 2k  
      

   จงหาคา่ต่อไปน้ี 
 9.1) ︵b c ︶d 

     9.2) ︵[ a b ︶c ] d  
    

 9.3) ︵a b ︶ ︵c d ︶  
    

10. จงหาเกรเดยีนตข์องฟังกช์นัต่อไปน้ี 
 10.1) xy    10.2) 2 21 x y

4
  

 10.3) 2 2x y    10.4) x / y  
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 10.5) xe siny    10.6) sinxsinhy   
 10.7) yz zx xy    10.8) 2 21 ln ︵x y ︶2

    

11. จงหาไดเวอรเ์จนตข์องฟังกช์นัต่อไปน้ี 
 11.1) x i y j zk 

      11.2) 2 z 2 2y e i x z k
   

 11.3) yz i zx j xyk 
     11.4) xy yz zxe i e j e k   

    
 11.5) cosxcoshy i sinxsinhy j

      
12. จงหาลาปลาเชยีนของฟังกช์นัต่อไปน้ี 
 12.1) 2 2 2x 4y 9z     12.2) xz / y  
 12.3) xyze     12.4) sinxcoshy  
13. จงหาเคริล์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 
 13.1) y i 2x j

     13.2) siny i cosx j
   

 13.3) xyze ︵i j k ︶ 
      13.4) xe ︵cosz j sinzk ︶

   
 13.5) 2 2 2y i z j x k 

       
 

 


