
สมการเชงิอนุพนัธส์ามญั 

สมการเชิงอนุพนัธส์ามญั 
 
4.1 บทนํา 
 พืน้ฐานทางวศิวกรรมปัจจุบนัพฒันาขึน้บนโลกของนิวตนั ประกอบดว้ย 
มติเิวลา (t) 1 และมติพิกิดั (x, y, z) อกี 3 รวมเป็น 4 มติ ิทัง้หมดเป็นอสิระต่อ
กนั (หมายความวา่เวลาไมเ่กีย่วขอ้งกบัระยะทาง และระยะทางแต่ละแกนกไ็ม่
เกีย่วขอ้งกนั แมภ้ายหลงัไอสไตน์จะพสิจูน์ไดว้า่เวลากบัระยะทางเกีย่วขอ้งและ
คอืสิง่เดยีวกนักต็าม) จงึเรยีกวา่ตวัแปรของทัง้ 4 มติวิา่ ตวัแปรอสิระ หรอื ตวั
แปรตน้ ในการกาํหนดวา่ปัญหาทีว่เิคราะหม์กีีม่ตินิัน้ ใหน้กัศกึษาพจิารณาจาก
ตวัแปรทีเ่ราสนใจวา่มกีารเปลีย่นแปลงตามตวัแปรตน้กีต่วั ยกตวัอยา่งเชน่ การ
กระจายอุณหภมู ิT บนแผน่โลหะ 2 มติ ิดงัแสดงในรปู 
 
 
 
 
 
 

ดงันัน้ ตวัแปรทีเ่ราสนใจคอื T โดยมตีวัแปรตน้ 3 ตวัทีเ่กีย่วขอ้ง คอื x, 
y และ t หากพจิารณาเหน็วา่ตวัแปร T มกีารเปลีย่นแปลงตามตวัแปรตน้ครบทัง้ 
3 ตวั กลา่วคอื T เปลีย่นคา่ไปตามพกิดั (x, y) พรอ้มกนันัน้กเ็ปลีย่นคา่ไปตาม
เวลา t ดว้ย ลกัษณะเชน่น้ีเรยีกวา่เป็นปัญหา 3 มติ ิคอื T=T(x, y, t)  

อยา่งไรกต็าม หากนิยามปัญหา 3 มติเิชน่ดงักลา่วน้ีกอ็าจเขา้ใจไดห้ลาย
แบบ เชน่ T=T(x, y, t) หรอื T=T(x, y, z) เป็นตน้ ซึง่ทัง้สองแบบน้ีพฤตกิรรมของ
ปัญหาแตกต่างกนั ดงันัน้ เพือ่ไมใ่หเ้กดิความสบัสนจงึนิยมแยกมติเิวลากบัมติิ
พกิดัออกจากกนั โดยบอกมติปัิญหาดว้ยมติพิกิดัทีเ่กีย่วขอ้ง แลว้ตามดว้ยการ
บอกความเกีย่วขอ้งกบัมติเิวลา หากปัญหามกีารเปลีย่นแปลงตามเวลาจะเรยีก
ตามทา้ยดว้ยคาํวา่ “ทีข่ ึน้กบัเวลา” (time dependent) หรอื “แบบไมค่งตวั” 

y 
x 

T=T(x, y, t) ? 



สมการเชงิอนุพนัธส์ามญั 

(unsteady) เชน่ T=T(x, y, t) เรยีกวา่ ปัญหา 2 มติทิีข่ ึน้กบัเวลา หรอืปัญหา 2 
มติแิบบไมค่งตวั เป็นตน้ แต่ถา้หากปัญหานัน้ไมม่กีารเปลีย่นแปลงตามเวลาจะ
เรยีกตามทา้ยดว้ยคาํวา่ “ทีไ่มข่ึน้กบัเวลา” (time independent) หรอื “แบบคง
ตวั” (steady) เชน่ T=T(x, y) เรยีกวา่ ปัญหา 2 มติทิีไ่มข่ึน้กบัเวลา หรอืปัญหา 2 
มติแิบบคงตวั เป็นตน้ 

อยา่งไรกต็าม มติริปูทรงกบัมติปัิญหาเป็นคนละอยา่งกนั จากตวัอยา่งที่
ยกมานัน้ มติริปูทรงเป็น 2 มติ ิ สว่นมติปัิญหาจะเป็นเทา่ไหรน่ัน้กข็ึน้อยูก่บัวา่
ตวัแปรทีส่นใจเปลีย่นแปลงหรอืเกีย่วขอ้งกบัตวัแปรพกิดักีต่วั หาก T มกีาร
เปลีย่นแปลงตามพกิดั x อยา่งเดยีวโดยไมแ่ปรตามพกิดั y (หมายความวา่ที่
ความสงู y ใดๆ จะวดัคา่ T ไดเ้ทา่กนัทีพ่กิดั x หน่ึงๆ) กรณีเชน่น้ีจงึเขยีนได้
เป็น T=T(x, t) เป็นปัญหา 1 มติแิบบไมค่งตวั และหากปัญหาน้ีไมข่ึน้กบัเวลาก็
จะเขยีนไดเ้ป็น T=T(x) เป็นปัญหา 1 มติแิบบคงตวั ดงันัน้จะเหน็วา่แมจ้ะเป็น
รปูทรง 2 มติ ิแต่มติปัิญหาอาจเป็น 2 หรอื 1 มติกิไ็ด ้

จาํนวนตวัแปรตน้หรอืมติขิองปัญหาจงึมคีวามสาํคญัทีน่กัศกึษาตอ้ง
เขา้ใจและวเิคราะหใ์หไ้ดใ้นเบือ้งตน้ เพราะเกีย่วขอ้งกบัรปูแบบสมการควบคุมที่
จะแก ้ หากปัญหาใดเกีย่วขอ้งหรอืมตีวัแปรตน้มากกวา่ 1 ตวั สมการควบคุม
ของปัญหานัน้จะอยูใ่นรปูสมการเชงิอนุพนัธย์อ่ย เชน่ ปัญหาการนําความรอ้น
บนแผน่โลหะ 3 มติ ิมสีมการควบคมุในรปูแบบดงัน้ี 

 
2 2 2
2 2 2
T T T 0
x y z
    
  

 

การแกปั้ญหาทีม่สีมการควบคมุในรปูอนุพนัธย์อ่ยมคีวามยุง่ยาก (นกัศกึษาจะ
ไดเ้รยีนในบทถดัไป) หรอืบางครัง้อาจแกไ้มไ่ดด้ว้ยวธิทีางคณิตศาสตรว์เิคราะห ์
จาํเป็นตอ้งอาศยัวธิเีชงิตวัเลขเขา้มาชว่ยแก ้ แต่สาํหรบัปัญหาทีม่ตีวัแปรตน้
เพยีงตวัเดยีว สมการควบคุมของปัญหานัน้จะอยูใ่นรปูสมการเชงิอนุพนัธส์ามญั 
เชน่ ปัญหาการนําความรอ้นบนเสน้ลวด 1 มติ ิสมการควบคุม 4.1 จงึลดรปูเป็น
ดงัน้ี 

2
2

d T 0
x
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ดงันัน้ หากมองขา้มรปูแบบและความยุง่ยากทางคณิตศาสตรแ์ลว้ ปัญหาเชงิ
อนุพนัธส์ามญักค็อืปัญหา 1 มตินิัน่เอง ปัญหาดงักลา่วน้ีปรากฏอยูใ่นงานทาง
วศิวกรรมหลายรปูแบบ ตวัอยา่งดงัต่อไปน้ี 

 
ปัญหาการตกอยา่งอสิระภายใตแ้รงโน้มถ่วง 
    สมการควบคุมสงัเคราะหจ์ากกฏการเคลือ่น 

ขอ้ที ่2 ของนิวตนั 
2

2
d yF ma m my
dt

  
   

การตกอยา่งอสิระจะได ้ F mg
  ดงันัน้ 

my mg const     (4.1) 
 

ปัญหาการไหลออกของน้ําจากถงั 
สมการควบคุมอยูใ่นรปู 
h k h      (4.2) 

 
 
 
ปัญหาการสัน่ 

สงัเคราะหโ์ดยใชก้ฏขอ้ที ่ 2 ของนิวตนั
 ไดส้มการควบคุมอยูใ่นรปู 

my ky 0      (4.3) 
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ปัญหาการถ่ายเทความรอ้นของครบี 
สงัเคราะหโ์ดยใชห้ลกัสมดุลพลงังาน  
ไดส้มการควบคุมอยูใ่นรปู 

2T m ︵T T ︶0     (4.4) 
เมือ่ m เป็นคา่คงที ่ 

 
 4.2 สมการเชิงอนุพนัธส์ามญัอนัดบัหน่ึง 
ตวัอยา่ง 3.1 การสลายตวัของมวลกมัมนัตรงัสเีขยีนแทนดว้ยสมการ  

dm km
dt

    

เมือ่ m เป็นมวลคงเหลอื (กรมั), t เป็นเวลา (ปี) และ k=-4.415x10-4 เป็นคา่คงที่
ของการสลายตวั กาํหนดมวลเริม่ตน้เทา่กบั 2 กรมั จงหามวลคงเหลอืจากการ
สลายตวัเมือ่เวลาผา่นไป 
วธิทีาํ จากสมการควบคมุการสลายตวั จดัรปูไดเ้ป็น 

1 dm k dt
m

   

ln ︵m ︶kt C   
kt C kt C ktm e e e Ae       (a) 

เมือ่ CA e  เป็นคา่คงที ่จากคา่เริม่ตน้ t = 0; m = 2 กรมั แทนในสมการ (a) 
ไดเ้ป็นดงัน้ี 

k ︵0 ︶2 Ae A 2     
ดงันัน้จากสมการ (a) จงึดรีปูแบบการสลายตวัเป็น -4-4.415 10 tm 2e   ซึง่นําไป
แสดงเป็นกราฟไดด้งัน้ี 
t (ปี) m (กรมั) 
0 2.000 
500 1.604 
2,000 0.827 
5,000 0.220 
10,000 0.0242 
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ตวัอยา่ง 4.2 จงหาสมการเสน้โคง้ทีผ่า่นจุด (1,1) และมคีวามชนัเป็น –y/x บน
ระนาบ x-y  
วธิทีาํ ความชนัใหนิ้ยามในรปู dy/dx ดงันัน้จงึไดว้า่ 
 dy y

dx x
   

จดัรปูไดเ้ป็น 
1 1dy dx
y x

    

ln ︵y ︶ ln ︵x ︶C    
กาํหนดให ้C ln ︵A ︶  เมือ่ C และ A เป็นคา่คงที ่จงึไดว้า่ 

ln ︵y ︶ ln ︵x ︶ln ︵A ︶ln ︵A / x ︶     
Ay
x

        (a) 

เสน้โคง้ลากผา่นจุด (1,1) นัน่คอื x=1, y=1 แทนในสมการ (a) จะไดว้า่ A=1  
ดงันัน้จงึไดส้มการเสน้โคง้เป็น y 1/ x  หรอื xy 1  นําไปแสดงกราฟไดเ้ป็น 

 
x y 

0.1 10.0 
0.5 2.0 
1.0 1.0 
2.0 0.5 
10.0 0.1 

 
ตวัอยา่ง 4.3 นําบอลโลหะขนาดเลก็อุณหภมูเิริม่ตน้ T=100oC จุม่ลงในอ่างน้ํา
ขนาดใหญ่อุณหภมู ิ T=30oC การลดลงของอุณหภมูขิองลกูบอลเทยีบต่อเวลา
เป็นไปตามกฏ Newton Cooling ซึง่สมการควบคุมอยูใ่นรปูแบบ 

dT k ︵T T ︶dt    

โดย T เป็นอุณหภมู ิ(oC) และ t เป็นเวลา (วนิาท)ี  
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หากบอลโลหะมอุีณหภมูลิดลงเหลอื 70oC เมือ่เวลาผา่นไป 3 วนิาท ี จงหาวา่
จะตอ้งใชเ้วลานานเทา่ใดลกูบอลโลหะดงักลา่วจงึจะมอุีณหภมูเิหลอื 31oC 
วธิทีาํ จากโจทยต์คีวามไดด้งัน้ี 
 
 
 

 
จากสมการควบคมุทาํการจดัรปูเพือ่แกส้มการไดเ้ป็นดงัน้ี 

1 dT k dt
T 30


   

 ln ︵T 30 ︶kt C    
kt C kt C ktT 30 e e e Ae       (a) 

เมือ่ CA e  เป็นคา่คงที ่ จากคา่เริม่ตน้ t=0; T=100oC แทนลงในสมการ (a) 
ไดเ้ป็นดงัน้ี 

k ︵0 ︶70 Ae A 70    

ดงันัน้จากสมการ (a) จงึดรีปูแบบการสลายตวัเป็น  
ktT 30 70e        (b) 

แทนเงือ่นไข t=3; T=70oC แทนในสมการ (b) ไดเ้ป็นดงัน้ี 

 3k 140 70e k ln ︵40 /70 ︶ 0.18653
       

แทน k ลงในสมการ (b) จะไดส้มการสาํหรบัอุณหภมูขิองบอลโลหะเป็นดงัน้ี 
 0.1865tT 30 70e       (c) 

หาเวลาทีบ่อลโลหะใชใ้นการเยน็ตวัลงจนถงึ T=31oC โดยแกส้มการ (c) ดงัน้ี 
 0.1865t 11 70e t ln ︵1/70 ︶22.8s0.1865

      

นําสมการไปแสดงเป็นกราฟไดเ้ป็นดงัน้ี 

 
 
 

T=100oC T=30oC 

t=0 s  T=100oC 
t=3 s  T=70oC 
t=? s  T=31oC 
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t(s) T(oC) 
0 100 
2 78 
6 53 
11 39 

22.8 31 

 
 
ตวัอยา่ง 4.4 น้ําบรรจุในถงัทรงกระบอกขนาด D=1 m หลงัจากนัน้ปลอ่ยน้ํา
ออกจากชอ่งดา้นลา่งซึง่มขีนาด d=1 cm กาํหนดใหร้ะดบัน้ําเริม่ตน้ h(0)=150 
cm จงหาการเปลีย่นแปลงระดบัน้ํา h เมือ่เวลาเปลีย่นไป และระยะเวลาทีใ่ชเ้พือ่
ปลอ่ยน้ําใหไ้หลออกจนหมดถงั 
วธิทีาํ  
 

 
 
 
 
เมือ่ AD และ Ad เป็นพืน้ทีห่น้าตดัของถงัใหญ่และของชอ่งทางออก ตามลาํดบั  
 สมการควบคุมการไหลน้ีวเิคราะหไ์ดจ้ากการเปลีย่นรปู “พลงังานศกัย”์ 
ไปเป็น “พลงังานจนน์” ดงัน้ี 

 
2mvmgh

2
  ดงันัน้จงึได ้ v C 2gh  

เมือ่ C เป็นสมัประสทิธิก์ารสญูเสยีของการไหล (ผลจากความฝืดและอื่นๆ ทีท่าํ
ใหค้วามเรว็ของการไหลลดลง โดยทัว่ไป C 1  ถา้ C=1 หมายถงึไมม่กีาร
สญูเสยีใดๆ)  
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 ปรมิาตรของน้ําทีไ่หลออกจากทอ่เลก็เมือ่เวลาผา่นไป t หาไดจ้าก 

d d dA S A v t         (a) 
ปรมิาตรของน้ําในถงัใหญ่ทีล่ดลง (ไหลออก) หาไดจ้าก 

D DA h         (b) 
เครือ่งหมายลบแสดงปรมิาตรทีล่ดลงของน้ําในถงั ซึง่ตอ้งมคีา่เทา่กบัปรมิาตร
ของน้ําทีไ่หลออกผา่นชอ่งทางออก หรอื d D    จงึได ้

D dA h A v t     หรอื  D dA dh A vdt   
ดงันัน้จงึไดว้า่ 

d d d
D D D

A A Adh v C 2gh C 2g h k h
dt A A A

 
        

 
 

เมือ่ d
D

Ak C 2g
A

  เป็นคา่คงที ่หากกาํหนด C=0.79 จะได ้ 
2 4d

2
D

A ︵0.01 ︶k C 2g 0.79 2 9.81 3.5 10
A ︵1 ︶

    


 

ดงันัน้จงึจดัรปูเพือ่แกส้มการไดเ้ป็น 
1 dh k dt
h

    

2 h kt A    
21h ︵A kt ︶4

       (c) 

แทนคา่เงือ่นไข t=0; h=1.5 m ลงในสมการ (c) ไดเ้ป็นดงัน้ี 
211.5 ︵A k ︵0 ︶ ︶ A 2.45

4
     

ดงันัน้จงึไดส้มการทีใ่ชอ้ธบิายระดบัควมสงูของน้ําในถงัเป็น 
 2 4 21 1h ︵2.45 kt ︶ ︵2.45 3.5 10 t ︶4 4

       (d) 

หาเวลาทีใ่ชเ้พือ่ปลอ่ยน้ําจนหมดถงั (h=0 m) โดยการแกส้มการ (d) ดงัน้ี 
4 210 ︵2.45 3.5 10 t ︶ t 7257s ︵121min ︶4

      

นําสมการ (d) ไปแสดงกราฟแสดงความสมัพนัธร์ะหวา่งความสงูน้ํา h (m) กบั
ระยะเวลาทีใ่ช ้t(s) ตัง้แต่เวลาเริม่ตน้จนถงึเวลาทีน้ํ่าไหลออกจนหมดถงั  
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t(s) h(m) 
0 1.50 
1200 1.03 
2400 0.65 
4800 0.15 
7257 0.00 

 
 
4.3 สมการเชิงอนุพนัธส์ามญัอนัดบัสอง 
  สมการอนุพนัธส์ามญัอนัดบัสองทีก่ลา่วถงึในทีน้ี่หมายถงึสมการแบบเชงิ
เสน้เทา่นัน้ รปูทัว่ไปของสมการเขยีนไดเ้ป็นดงัน้ี 

 
ay by cy 0          (4.5) 

 
ซึง่เป็นสมการแบบเชงิเสน้ (linear) และเอกพนัธ ์ (homogeneous) คาํตอบของ
สมการอยูใ่นรปูดงัน้ี 
 

xy e        (4.6) 
 
เมือ่   เป็นคา่คงที ่และ x เป็นตวัแปรตน้ของสมการ สมการที ่(4.6) จงึไดว้า่ 

xy e    และ  2 xy e    
แทนคา่ลงในสมการที ่(4.1) จะได ้
 

2 x x xa e b e ce 0            (4.7a) 
 

หรอืจดัรปูไดเ้ป็น 
 

2 x

︵a b c ︶e 0          (4.7b) 
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จะเหน็วา่สมการที ่ (4.7) เป็นการคณูกนัของ 2 เทอมคอื 2

︵a b c ︶     

และ xe แลว้ไดผ้ลลพัธเ์ป็นศนูย ์บนเงือ่นไขดงักลา่วจงึเป็นไปได ้ 2 แนวทางที่
จะทาํใหส้มการเป็นจรงิ ไดแ้ก่ 

1) โดยให ้ xe 0   หมายความวา่เราตอ้งกาํหนดใหค้า่ x    จงึจะ
ทาํใหไ้ด ้ xe 0   ซึง่แนวทางน้ีดเูหมอืนไมม่ปีระโยชน์ในทางปฏบิตั ิ เพราะเรา
ไมท่ราบวา่ x    นัน้หมายถงึคา่เทา่ใด ดงันัน้จงึจะไมพ่จิารณา 

2) โดยการกาํหนดให ้ 
 

2a b c 0            (4.8) 
 
ซึง่จะเหน็วา่ความสมัพนัธเ์ป็นสมการกาํลงัสองทีส่ามารถแกห้าผลเฉลยได ้ โดย
มผีลเฉลย 2 คา่ ทีเ่รยีกวา่คา่ราก สว่นสมการที ่(4.8) จงึมกัถกูเรยีกวา่ “สมการ
คุณลกัษณะ” (characteristic equation) หรอื “สมการชว่ย” (auxiliary 
equation) ผลเฉลยหรอืคา่รากของสมการหาไดจ้ากสตูรสาํเรจ็ดงัน้ี 

 
2

1
1

︵b b 4ac ︶2a
          (4.9a) 

 
2

2
1

︵b b 4ac ︶2a
          (4.9b) 

 
ดงันัน้สมการอนุพนัธส์ามญัอนัดบัสองในรปูสมการที ่(4.5) ซึง่มรีปูคาํตอบทัว่ไป
เป็นไปตามสมการที ่(4.6) นัน้ จงึม ี2 คาํตอบตามจาํนวนของคา่ราก ดงัน้ี 
 

1x1y e  และ  2x2y e     (4.10) 
 
เน่ืองจากทัง้ y1 และ y2 ต่างเป็นคาํตอบของสมการ การจะบอกวา่คาํตอบคอื 
y=y1 หรอื y=y2 เพยีงอยา่งเดยีวอาจมองวา่ไมส่มบรูณ์ (วศิวกรเราเป็นพวกรกัพี่
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เสยีดายน้อง) ดงันัน้จงึนําคาํตอบทัง้คูม่าผนวกเขา้ดว้ยกนับนหลกัการ “การรวม
แบบเชงิเสน้” (linear combination) (...เอาทัง้พีแ่ละน้อง) ในรปูแบบดงัน้ี 
 

1 2x x
1 1 2 2 1 2y C y C y C e C e         (4.11) 

 
โดย C1 และ C2 เป็นคา่คงที ่ซึง่หาคา่ไดจ้ากเงือ่นไขของปัญหา การทาํเชน่น้ีมี
ประโยชน์ทีว่า่คา่คงทีด่งักลา่วจะเป็นตวัจดัการสดัสว่น (ถ่วงน้ําหนกั) ผลกระทบ
ของคาํตอบทีไ่ดจ้ากทัง้สองสว่นอยา่งอตัโนมตั ิ
 อยา่งไรกต็ามคาํตอบตามสมการที ่ (4.11) จะขึน้อยูก่บัคา่ 2b 4ac  
ในพจน์ของ   (สมการที ่(4.9)) ซึง่แบ่งไดเ้ป็น 3 กรณี ดงัน้ี 
 

กรณีที ่1 เมือ่ 2

︵b 4ac ︶0  จะไดค้า่ 1 2    โดยทีท่ ัง้ 1  และ 2  ต่าง
กเ็ป็นจาํนวนจรงิ (real roots) เรยีกวา่ “รากจรงิ” 1 2   คาํตอบรปูทัว่ไปของ
กรณีน้ีเป็นดงัน้ี 

 
1 2x xy Ae Be         (4.12a) 

 
นอกจากน้ี หากพบวา่คา่รากอยูใ่นรปู   หรอื 1 2    เชน่ จาก

สมการที ่ (4.8) หาก a=1, b=0, และ c=-9 จะไดส้มการเป็น 2 9 0    และได้
คาํตอบเป็น 9 3, 3      หรอื 1 23 ︵ ︶, 3 ︵ ︶        เป็นตน้ เรา
สามารถจดัสมการที ่(4.12a) ใหใ้นรปูฟังกช์นัไฮเปอรโ์บลกิ ดงัน้ี 
 

1 2y C sinh x C cosh x         (4.12b) 
 
เมือ่ C1 และ C2 เป็นคา่คงทีซ่ึง่หาไดจ้ากเงือ่นไขของปัญหา สมการที ่ (4.12b) 
ประยกุตใ์ชอ้ยา่งกวา้งขวางในการวเิคราะหค์รบีระบายความรอ้น ในการเรยีน
รายวชิาการถ่ายเทความรอ้น  
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สามารถพสิจูน์ความสมัพนัธร์ะหวา่งสมการที ่ (4.12a) และ (4.12b) ได้
ดงัน้ี  
จากนิยามของฟังกช์นัไฮเปอรโ์บลกิ 

x xe esinh x
2

     และ  
x xe ecosh x
2

    

แทนลงในสมการที ่(4.12a) ไดเ้ป็น 
x x x x

1 2
e e e ey C C

2 2
           

   
 

จดัรปูใหมไ่ดเ้ป็น 
x x x x1 2 1 2C C C Cy e e Ae Be

2 2 2 2
               

   
 

เมือ่ 1 2C CA
2 2

   
 

 และ 1 2C CB
2 2

    
 

  

ดงันัน้สมการที ่ (4.12a) จงึสมมลูกบัสมการที ่ (4.12b) เพยีงแต่อยูใ่นรปูฟังกช์นั
ทีต่่างกนัเทา่นัน้ ในการวเิคราะหน์กัศกึษาสามารถเลอืกใชร้ปูแบบใดกไ็ด ้
 

กรณีที ่2 เมือ่ 2b 4ac 0   จะไดค้า่ราก 1 2      เป็นจาํนวนจรงิทีม่ ี
คา่เทา่กนั เรยีกวา่ “รากซํ้า” กรณีน้ีคา่รากหาไดจ้ากสมการ 

 
21 b

︵b b 4ac ︶2a 2a
        

 
ยกตวัอยา่งเชน่ จากสมการที ่(4.8) หาก a=1, b=6, และ c=9 จะไดส้มการเป็น 
2 6 9 0      หรอื ︵ 3 ︵︶ 3 ︶0     จงึไดค้าํตอบเป็น 3, 3      เป็นตน้ 

กรณีรากซํ้าน้ีจะตอ้งจดัคาํตอบใหอ้ยูใ่นรปูทัว่ไปดงัน้ี 
 

xy ︵Ax B ︶e
        (4.13) 

 
เมือ่ A และ B เป็นคา่คงทีซ่ึง่หาไดจ้ากเงือ่นไขของปัญหา 
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กรณีที ่ 3 เมือ่ 2b 4ac 0   จะไดค้า่ 1  และ 2  เป็นจาํนวนเชงิซอ้น 
(complex roots) (ตวัอยา่งของจาํนวนเชงิซอ้น เชน่ 4 4 1 2i     ซึง่
นกัศกึษาไดเ้รยีนรูม้าแลว้) ในรปูแบบดงัน้ี 
 

2 2
1

1 b 1

︵b b 4ac ︶ |b 4ac | i i
2a 2a 2a

             

 
2 2

2
1 b 1

︵b b 4ac ︶ |b 4ac | i i
2a 2a 2a

             

 
เมือ่ b

2a
    และ 21 |b 4ac |

2a
   ดงันัน้คาํตอบรปูทัว่ไปตามสมการที ่

(4.7) คอื 1 2x x
1 2y C e C e    จงึเขยีนไดเ้ป็นดงัน้ี 

 
   ︵ i ︶x ︵ i ︶x x i x ix x

1 2 1 2y C e C e C e e C e e         (4.14) 
 
จากนิยามของ Euler formula 
 

xie cos x isin x          (4.15a) 
xie cos x isin x          (4.15b) 

 
แทนคา่สมการที ่(4.15) ลงในสมการที ่(4.14) ไดเ้ป็น 
 

x x
1 2
x

1 2 1 2

y C e ︵cos x isin x ︶C e ︵cos x isin x ︶

e ︵[ C C ︶cos x ︵C C ︶isin x]

 



       

     
 (4.16) 

 
จดัรปูจงึไดค้าํตอบรปูทัว่ไป “กรณีรากเชงิซอ้น” เป็นดงัน้ี 
 

xy e ︵Acos x Bsin x ︶

         (4.17) 
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เมือ่ 1 2A C C   และ 1 2B ︵C C ︶i   เป็นคา่คงที ่ซึง่หาไดจ้ากเงือ่นไขขอบของ
ปัญหา 
 
ตารางที ่4.1 สรปุรปูทัว่ไปของคาํตอบสาํหรบัสมการอนุพนัธส์ามญัอนัดบัสอง 

เงือ่นไข ชนิดของคา่ราก รปูทัว่ไปของคาํตอบ 
2

︵b 4ac ︶0   - รากจรงิกรณีทัว่ไป 1 2    
- รากจรงิกรณีคา่รากเทา่กนั
แต่เครือ่งหมายต่างกนั   

1 2x xy Ae Be    

1 2y C sinh x C cosh x      

2

︵b 4ac ︶0   รากจรงิซํ้า (คา่รากเทา่กนั
และเครือ่งหมายเหมอืนกนั) 

1 2      

xy ︵Ax B ︶e
   

2

︵b 4ac ︶0   รากเชงิซอ้น xy e ︵Acos x Bsin x ︶

     
 
ตวัอยา่ง 4.5 จงหาผลเฉลยของ y 9y 0    เมือ่ y ︵0 ︶2  และ y ︵0 ︶0   
วธิทีาํ เทยีบสมัประสทิธิไ์ดเ้ป็น a=0, b=-9 จงึไดส้มการชว่ยเป็น  

2
1 29 0 9 , 3, 3              

คา่   เป็นจาํนวนจรงิ รปูคาํตอบทัว่ไปจงึเขา้กรณีที ่1 
3x 3xy Ae Be        (a) 
3x 3xy 3Ae 3Be         (b) 

แทนคา่เงือ่นไข y ︵0 ︶2  และ y ︵0 ︶0   ลงในสมการ (a) และ (b) ตามลาํดบั 
3 ︵0 ︶ 3 ︵0 ︶2 Ae Be A B 2       (c) 
3 ︵0 ︶ 3 ︵0 ︶0 3Ae 3Be A B 0       (d) 

แกส้มการได ้A=B=1 ดงันัน้จงึไดค้าํตอบเป็น 3x 3xy e e   
 
ตวัอยา่ง 4.6 แกต้วัอยา่งที ่4.5 โดยใชร้ปูแบบคาํตอบตามสมการที ่(4.12b) 
วธิทีาํ จากสมการคุณลกัษณะจะได ้  3, 3    หรอื 3   รปูคาํตอบทัว่ไปใน
รปูฟังกช์นัไฮเปอรโ์บลกิคอื 

1 2 1 2y C sinh x C cosh x C sinh3x C cosh3x       (a) 
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1 2y 3C cosh3x 3C sinh3x       (b) 
แทนคา่เงือ่นไข y ︵0 ︶2  ลงในสมการ (a) จะได ้

1 2 2
0 1

2 C sinh3 ︵0 ︶C cosh3 ︵0 ︶ C 2
 

      

แทนคา่เงือ่นไข y ︵0 ︶0   ลงในสมการ (b) จะได ้
1 2 1

1 0
0 3C cosh3 ︵0 ︶3C sinh3 ︵0 ︶ C 0

 

      

ดงันัน้ แทน C1 และ C2 ลงในสมการ (a) ไดค้าํตอบของสมการคอื  
y 2cosh3x  

หมายเหตุ 
3x 3x 3x 3xe e2cosh3x 2 ︵ ︶e e

2
     ซึง่กค็อืรปูแบบคาํตอบของ

ตวัอยา่ง 4.5 นัน่เอง ดงันัน้ในกรณีทีค่า่รากของสมการคุณลกัษณะเป็น   การ
แกปั้ญหานกัศกึษาสามารถเลอืกใชร้ปูแบบคาํตอบ (4.12a) หรอื (4.12b) อยา่ง
ใดอยา่งหน่ึงไดต้ามทีถ่นดั 
ตวัอยา่ง 4.7 จงหาผลเฉลยของ y 6y 9y 0     เมือ่กาํหนดให ้ y ︵0 ︶ 4   
และ y ︵0 ︶14    
วธิทีาํ เทยีบสมัประสทิธิไ์ดเ้ป็น a=1, b=6 และ c=9 จงึไดส้มการชว่ยเป็น  

2 6 9 0 3, 3           
รากทัง้สองเป็นจาํนวนจรงิและมคีา่เทา่กนั จงึเป็นรากซํ้า รปูคาํตอบทัว่ไปจงึเขา้
กรณีที ่2 

x 3xy ︵Ax B ︶e ︵Ax B ︶e
         (a) 

x x 3x 3xy ︵Ax B ︶e Ae 3 ︵Ax B ︶e Ae             (b) 
แทนคา่เงือ่นไข y ︵0 ︶ 4  ลงในสมการ (a) จะได ้

3 ︵0 ︶4 [A ︵0 ︶B]e B 4         (c) 
แทนคา่เงือ่นไข y ︵0 ︶14   และ B 4   ลงในสมการ (b) จะได ้

3 ︵0 ︶ 3 ︵0 ︶14 3[A ︵0 ︶ ︵ 4 ︶]e Ae A 2          (d) 
แทนคา่ A, B ลงในสมการ (a) จงึไดค้าํตอบเป็น 3xy ︵2x 4 ︶e

   
 
ตวัอยา่ง 4.8 จงหาผลเฉลยของ y 4y 0    เมือ่ y ︵0 ︶ 5   และ y ︵0 ︶2   
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วธิทีาํ เทยีบสมัประสทิธิไ์ดเ้ป็น a=0, b=4 จงึไดส้มการชว่ยเป็น  
2

1 24 0 4 4i , 2i, 2i                 
คา่   เป็นจาํนวนเชงิซอ้น รปูคาํตอบทัว่ไปจงึเขา้กรณีที ่3 

y Acos ︵2x ︶Bsin ︵2x ︶       (a) 
y 2Asin ︵2x ︶2Bcos ︵2x ︶        (b) 

แทนคา่เงือ่นไข y ︵0 ︶ 5   และ y ︵0 ︶2  ลงในสมการ (a) และ (b) ตามลาํดบั 
5 Acos2 ︵0 ︶Bsin2 ︵0 ︶ A ︵1 ︶B ︵0 ︶ 5        (c) 
2 2Asin2 ︵0 ︶2Bcos2 ︵0 ︶ 2A ︵0 ︶2B ︵1 ︶2        (d) 

แกส้มการได ้A=-5, B=1 ดงันัน้จงึไดค้าํตอบเป็น y 5cos ︵2x ︶sin ︵2x ︶    
 

ตวัอยา่งที ่4.9 (ปัญหาการถ่ายเทความรอ้นของครบีระบายความรอ้น)  
 ครบีระบายความรอ้นเป็นอุปกรณ์ทีช่ว่ยเพิม่ประสทิธภิาพการถ่ายเท
ความรอ้น โดยอาศยัหลกัการเพิม่พืน้ทีผ่วิการถ่ายเทความรอ้น สมการควบคุม
การถ่ายเทความรอ้นบนครบี เรยีกวา่ “สมการครบี” (Fin equation) (โดยจะไม่
ขอนําเสนอทีม่าในที)้ มรีปูแบบเป็นดงัน้ี 
 

  
2
2

c

d T hP

︵T T ︶0kAdx         (a-1) 

หรอื 
2 2
2

d m 0
dx
          (a-2) 

 
เมือ่ T T    สว่น 2

cm hP/kA  เป็นคา่คงที ่ โดยที ่ T  เป็นอุณหภมูิ
สภาพแวดลอ้มรอบครบีซึง่เป็นคา่คงที ่ P เป็นเสน้รอบรปูหน้าตดัของครบี h 
เป็นสมัประสทิธิก์ารพาความรอ้น k เป็นความสามารถการนําความรอ้น และ Ac 
เป็นพืน้ทีห่น้าตดัของครบี 
 กาํหนดให ้ 
 
 
 
 
 



สมการเชงิอนุพนัธส์ามญั 

แบบฝึกหดับทท่ี 4 
1. จงแกส้มการต่อไปน้ี 
 1.1) y 9y 0; y ︵0 ︶2, y ︵0 ︶0      
 1.2) y 4y 0; y ︵0 ︶ 5, y ︵0 ︶2       
 1.3) y 4y 3y 0; y ︵0 ︶ 1, y ︵0 ︶ 5          
 1.4) y 2y 10y 0; y ︵0 ︶1, y ︵0 ︶10        
 1.5) y 10y 25y 0     
 1.6) y 3y 2y 0     
2. จงแกส้มการต่อไปน้ี 
 2.1) y 16y 0; y ︵0 ︶1, y ︵0 ︶20      
 2.2) y 6y 9y 0; y ︵0 ︶ 4, y ︵0 ︶14         
 2.3) e4y 4y 3y 0; y ︵2 ︶e, y ︵2 ︶ 2

           

 2.4) 5y 16y 12.8y 0; y ︵0 ︶0, y ︵0 ︶ 2.3         
3. จงแกส้มการต่อไปน้ี 
 3.1) y 9y 0; y ︵ ︶ 2, y ︵ ︶3         
 3.2) 3.2 30y 20y 100y 0; y ︵0.1 ︶ , y ︵0.1 ︶e e

         

 3.3) y 2y 0; y ︵0 ︶ 1, y ︵0.5 ︶e 2        

 3.4) y 2y 2y 0; y ︵0 ︶ 3, y 0
2
        

 
 

 
 
 


