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1.1 บทนํา 
 หากมคีาํถามวา่  

“มหีมคูอกหน่ึงนบัขารวมกนัได ้ 48 ขา หากหมทูุกตวัไมพ่กิารขา จงหา
วา่หมทูัง้หมดในคอกน้ีมจีาํนวนเทา่ใด?”  
นกัศกึษาคงจะหาคาํตอบไดไ้มย่ากโดยการตัง้สมการ 
 
 4x 48        (1.1) 
 
เมือ่ x แทนจาํนวนหม ู (ตวั) เลข 4 หมายถงึจาํนวนขาของหมแูต่ละตวั และเลข 
48 คอืจาํนวนขารวมของหมใูนคอก ซึง่สามารถแกส้มการไดว้า่ 
 
 x = 48/4 = 12 ตวั 
 
จะเหน็ไดว้า่ปัญหาดงักล่าวแกไ้ดไ้มย่าก เพราะเป็นปัญหาทีม่สีมการ 1 ตวัแปร 
จงึเพยีงแคย่า้ยขา้งสมัประสทิธิห์น้าตวัแปรไปหารคา่คงทีด่า้นขวาของสมการก็
จะไดค้าํตอบทีต่อ้งการ (ซึง่นกัศกึษาไดเ้รยีนรูว้ธิกีารมาแลว้ในชัน้ประถมศกึษา) 
 แต่หากมคีาํถามวา่  

“มนีกฝงูหน่ึงบนิไปเกาะใบบวัจาํนวนหน่ึง หากเกาะใบละ 1 ตวั จะเหลอื
นก 1 ตวัทีไ่มม่ใีบบวัใหเ้กาะ แต่หากเกาะใบละ 2 ตวั จะเหลอืใบบวั 1 ใบทีไ่มม่ี
นกเกาะ จงหาวา่มนีกกีต่วั? และมใีบบวักีใ่บ?”  
นกัศกึษาคงสงัเกตเหน็วา่โจทยน้ี์มสีิง่ไมรู่ค้า่อยู ่ 2 อยา่ง (ตวัแปร) คอื จาํนวน
นก และจาํนวนใบบวั หากจะแกด้ว้ยวธิกีารทางคณิตศาสตร ์นกัศกึษาคงเขา้ใจ
ไดท้นัทวีา่จาํเป็นตอ้งสรา้ง 2 สมการขึน้มาใชแ้ก ้2 ตวัแปรดงักลา่วนัน้ ดงันัน้จงึ
ไดก้าํหนดใหต้วัแปร 1x  แทนจาํนวนนก และ 2x  แทนจาํนวนใบบวั ทาํใหไ้ด ้ 2 
สมการดงักลา่วเป็นดงัน้ี 
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 1 2x x 1         (1.2a) 

1
2

xx 1
2

         (1.2b) 

 
 การแกส้มการทาํไดไ้มย่าก โดยใชก้ารกาํจดัตวัแปรตวัใดตวัหน่ึงก่อน 
จากนัน้จงึแทนคา่กลบัเพือ่หาคา่ตวัแปรหน่ึงทีเ่หลอื ซึง่คาํตอบทีไ่ดค้อื 1x 4  
และ 2x 3  (การแกปั้ญหา 2 ตวัแปรเราไดเ้รยีนรูใ้นตอนมธัยมตน้)  
 แต่หากมสีมการชุดหน่ึงดงัน้ี 
 

1 2 3x x x 6         (1.3a) 
 1 2 3x 2x 3x 14         (1.3b) 
 1 2 3x 4x 9x 36         (1.3c) 
 
เป็นระบบสมการทีม่ ี3 สมการและตวัแปร 3 ตวั คอื 1x , 2x  และ 3x  ซึง่จะเหน็
วา่มคีวามยุง่ยากขึน้หากจะแกโ้ดยใชก้ารกาํจดัตวัแปรดงัทีก่ลา่วมาแลว้ แต่หาก
สามารถจดัระบบสมการทีม่ ี3 สมการ (หรอืมากกวา่) ใหเ้หลอืเพยีงสมการเดยีว
ไดก้จ็ะทาํใหก้ารแกส้มการงา่ยขึน้ (เพราะจะคลา้ยสมการที ่ (1.1) ซึง่แกไ้ดง้า่ย) 
หลกัการทีว่า่ทาํไดโ้ดยนําระบบสมการไปจดัรปูเขา้เป็น “สมการแมทรกิซ”์ ดงัน้ี 
 

1

2

3

1 1 1 x 6
1 2 3 x 14
1 4 9 x 36

    
         
         

     (1.4) 

 
หรอืเขยีนในรปูทัว่ไปไดเ้ป็น 
 

Ax b        (1.5) 
เมือ่ A เป็นแมทรกิซส์มัประสทิธิ ์ (Coefficient matrix) b เป็นแมทรกิซด์า้น
ขวามอื (Right-hand-side (RHS) matrix) และ x เป็นแมทรกิซต์วัแปร  
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 จะเหน็วา่ระบบสมการลดรปูเหลอืเพยีง 1 สมการ 1 ตวัแปร เพยีงแต่อยู่
ในรปูของสมการและตวัแปรทางแมทรกิซ ์ การแกท้าํไดโ้ดยใชห้ลกัการคลา้ยกบั
การแกส้มการที ่ (1.1) คอื ยา้ยสมัประสทิธิห์น้าตวัแปร (แมทรกิซส์มัประสทิธิ)์ 
ไปหารคา่คงทีด่า้นขวาสมการ (แมทรกิซด์า้นขวามอื) ดงัน้ี 

 
bx
A

         (1.6) 

 
ในทางแมทรกิซใ์หนิ้ยาม 1/A ในรปูของแมทรกิซผ์กผนั inv(A) หรอื 1A  ดงันัน้
จงึเขยีนใหมไ่ดเ้ป็นดงัน้ี 
 

1x A b        (1.7) 
 
โดยจะไมเ่ขยีนเป็น 1x bA  เพราะขดักบัหลกัการคณูแมทรกิซท์ีไ่มส่ามารถ
ดาํเนินการได ้(ในทางแมทรกิซก์ารคณูไมม่คีุณสมบตักิารสลบัที)่ 
 ดงันัน้การจะแกร้ะบบสมการเชงิเสน้โดยอาศยัหลกัการทางแมทรกิซเ์ขา้
ชว่ย สิง่สาํคญัทีน่กัศกึษาตอ้งทาํความเขา้ใจคอื การหาแมทรกิซผ์กผนัและการ
คณูแมทรกิซ ์ 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.2 นิยามต่างๆ เก่ียวกบัแมทริกซ ์
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 ก่อนทีจ่ะเรยีนรูเ้รือ่งการดาํเนินการทางคณูแมทรกิซต่์างๆ นกัศกึษาควร
เขา้เกีย่วกบันิยามทัว่ไปของแมทรกิซก์่อน ดงัต่อไปน้ี 

1.2.1 ขอ้กาํหนดของแมทรกิซ ์
  กาํหนด A เป็นแมทรกิซข์นาด m x n จะได ้
 

11 12 1n

21 22 2n

m1 m2 mn mxn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 




   


    (1.8) 

 
เรยีกจาํนวนแถวในแนวตัง้วา่ “คอมลมัน์” ในทีน้ี่ม ี n คอลมัน์ และเรยีกจาํนวน
แถวในแนวนอนวา่ “แถว” ในทีน้ี่ม ี m แถว สมาชกิในแต่ละตาํแหน่งระบุดว้ย
ตาํแหน่งแถวและคอลมัน์ เชน่ 12a  หมายถงึสมาชกิในแถวที ่1 คอลมัน์ที ่2  

1) แมทรกิซท์ีม่จีาํนวนแถวเทา่กบัจาํนวนคอลมัน์ (m=n) เรยีกวา่ แมทรกิซ์
จตุรสั (square matrix) เชน่ 

 

2x2

2 4
A

6 8
 

  
 

  

3x3

1 2 3
B 4 8 5

7 6 9

 
   
  

  (1.9) 

 
2) แมทรกิซท์ีม่เีพยีง 1 แถว (m=1) เรยีกวา่ แมทรกิซแ์ถว (row matrix) 

สว่นแมทรกิซท์ีม่เีพยีง 1 คอลมัน์ (n=1) เรยีกวา่ แมทรกิซค์อลมัน์ (column 
matrix) ซึง่ทัง้แมทรกิซแ์ถวและแมทรกิซค์อลมัน์บางครัง้เรยีกวา่ “เวคเตอร”์ 
และนิยมเขยีนอยูภ่ายในวงเลบ็ปีกกา { } เชน่ 

 

2x1

1
A

3
    
  

    1x3B 2 0 6   (1.10) 

 
1.2.2 Trace ของแมทรกิซ ์
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 Trace ของแมทรกิซแ์สดงผลรวมของสมาชกิของแมทรกิซใ์น
แนวทะแยง ดงันัน้จงึใหนิ้ยามกบัเฉพาะแมรกิซจ์ตุัรสัเทา่นัน้ ดงัน้ี  

 
n

ii 11 22 nn
i 1

trace[A] a a a ... a


        (1.11) 

ยกตวัอยา่งเชน่ กาํหนดแมทรกิซ ์B ขนาด 3x3 ดงัน้ี  
 

3x3

1 2 3
B 4 8 5

7 6 9

 
   
  

 จะได ้ trace[B] 1 8 9 18     (1.12) 

 
1.2.3 แมทรกิซแ์นวทะแยง (diagonal matrix)  

  หมายถงึแมทรกิซท์ีม่คีา่เฉพาะในแนวทะแยงจากแนวบนซา้ย-
ลา่งขวาเทา่นัน้ (อาจมคีา่เป็นศนูยก์ไ็ด)้ สมาชกิตวัอื่นนอกแนวทะแยงมคีา่เป็น
ศนูย ์แมทรกิซท์ีม่คีุณสมบตัน้ีิจงึตอ้งเป็นแมรกิซจ์ตุัรสัเทา่นัน้ เชน่ 
 

3x3

2 0 0
A 0 3 0

0 0 5

 
   
  

      (1.13) 

 
1.2.4 แมทรกิซส์ามเหลีย่ม (triangular matrix)  

  หมายถงึแมทรกิซท์ีส่มาชกิมคีา่ (อาจมคีา่เป็นศนูยก์ไ็ด)้ เฉพาะ
โซนมมุบนขวาของแมทรกิซ ์เรยีกวา่แมทรกิซส์ามเหลีย่มบน (upper triangular 
matrix) หรอืมคีา่เฉพาะโซนมมุลา่งซา้ยของแมทรกิซ ์ เรยีกวา่แมทรกิซ์
สามเหลีย่มลา่ง (lower triangular matrix) สมาชกิตวัอื่นนอกจากน้ีมคีา่เป็นศนูย ์
คุณสมบตัขิองแมทรกิซแ์บบสามเหลีย่มจงึตอ้งเป็นแมรกิซจ์ตุัรสัเทา่นัน้ เชน่ A 
เป็นแมทรกิซส์ามเหลีย่มลา่ง สว่น B เป็นแมทรกิซส์ามเหลีย่มบน 
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3x3

1 0 0
A 2 3 0

5 0 2

 
   
  

  
3x3

1 6 1
B 0 2 3

0 0 4

 
   
  

  (1.14) 

 
สาํหรบัมมุบนซา้ยและมมุลา่งขวาของแมทรกิซน์ัน้ไมไ่ดใ้หนิ้ยามไว ้

 
1.2.5 แมทรกิซเ์อกลกัษณ์ (identity matrix)  
 หมายถงึแมทรกิซท์ีส่มาชกิในแนวทะแยงบนซา้ย-ลา่งขวา ทุกตวั

มคีา่เป็น 1 สว่นสมาชกิตวัอื่นมคีา่เป็นศนูย ์บางครัง้เรยีกวา่แมทรกิซห์น่ึงหน่วย 
(unit matrix) ดงันัน้แมทรกิซเ์อกลกัษณ์จงึตอ้งเป็นแมรกิซจ์ตุัรสัเทา่นัน้ และ
นิยมเขยีนแทนดว้ยสญัลกัษณ์ I เชน่ 

  

2x2

1 0
I

0 1
 

  
 

   

3x3

1 0 0
I 0 1 0

0 0 1

 
   
  

  (1.15) 

 
คุณสมบตัขิองแมทรกิซเ์อกลกัษณ์ I คอืเมือ่นําไปคณูกบัแมทรกิซใ์ดกจ็ะยงัได้
ผลลพัธเ์ป็นแมทรกิซน์ัน้เชน่เดมิ หรอื AI IA A   
 
1.3 การดาํเนินการทางแมทริกซ ์

1.3.1 ความเทา่กนัของแมทรกิซ ์
  แมททรกิซจ์ะเทา่กนัไดก้ต่็อเมือ่มขีนาดเทา่กนัและสมาชกิของ
แมทรกิซท์ีต่าํแหน่งเดยีวกนัมคีา่เทา่กนั ยกตวัอยา่งเชน่  
 

11 12

21 22

a a
A

a a
 

  
 

  4 0
B

3 1
 

   
    (1.16) 

 
ถา้ A B  จะไดว้า่ 11a 4 , 12a 0 , 21a 3  และ 22a 1   
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1.3.2 ทรานสโพสแมทรกิซ ์
การทรานสโพสแมทรกิซค์อืการจดัสลบัระหวา่งแถวกบัคอลมัน์

ของสมาชกิแมทรกิซแ์ต่ละตวั โดยหมายเลขแถวจะกลายเป็นหมายเลขคอลมัน์ 
และหมายเลขคอลมัน์จกลายเป็นหมายเลขแถว หรอื T

i j j ia a  ตวัอยา่งเชน่ 
 

11 12 13

21 22 23 2 3

a a a
A

a a a 

 
  
 

 
11 21

T
12 22

13 23 3 2

a a
A a a

a a 

 
   
  

  (1.17) 

 
ขอ้สงัเกตของการทรานสโพสตแ์มทรกิซค์อื 
1) T T T

︵A B ︶ A B    
2) T T

︵A ︶ A  
3) T T T

︵AB ︶ B A  
4) แมทรกิซท์ีม่คีุณสมบตั ิ TA A  เรยีกวา่ Symmetric matrix  

เชน่  4 2
A

2 6
 

  
 

 

สว่นแมทรกิซท์ีม่คีุณสมบตัิ TA A   เรยีกวา่ Skew-symmetric matrix  

เชน่  
0 2 8

A 2 0 6
8 6 0

 
   
  

 

5) แมทรกิซท์ุกขนาดสามารถดาํเนินการทรานสโพสตไ์ด ้
 

1.3.3 การบวก/ลบแมทรกิซ ์
แมททรกิซจ์ะบวก/ลบกนัไดก้ต่็อเมือ่มขีนาดเทา่กนั การบวก/ลบ

ใหนํ้าสมาชกิในตาํแหน่งเดยีวกนัมาดาํเนินการดงัน้ี 
 

11 12 11 12 11 11 12 12

21 22 21 22 21 21 22 22

a a b b a b a b
a a b b a b a b

      
            

  (1.18) 
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ขอ้สงัเกตของการบวก/ลบแมทรกิซค์อื 
1) มสีมบตักิารสลบัที ่คอื A B B A    
2) มสีมบตักิารจดักลุม่ คอื ︵A B ︶C A ︵B C ︶      
3) มสีมบตักิารแจกแจง คอื  k ︵A B ︶kA kB    
 

1.3.4 การคณูแมทรกิซ ์
แมทรกิซจ์ะคณูกนัไดก้ต่็อเมือ่ จาํนวนคอลมัน์ของแมทรกิซต์วัตัง้ 

เทา่กบัจาํนวนแถวของแมทรกิซต์วัคณู สว่นผลลพัธข์องการคณูจะไดแ้มทรกิซท์ี่
มคีุณสมบตัคิอื จาํนวนแถวของแมทรกิซล์พัธเ์ทา่กบัจาํนวนแถวแมทรกิซต์วัตัง้ 
และจาํนวนคอลมัน์ของแมทรกิซล์พัธเ์ทา่กบัจาํนวนคอลมัน์แมทรกิซต์วัคณู 

 
m p p n m n[A] [B] [C]    

 
11 12 13 11 12 11 12

21 22 23 21 22 21 22

31 32 33 31 32 31 323x3 3x2 3x2

a a a b b c c
a a a b b c c
a a a b b c c

     
           
          

 (1.19) 

 
12 11 12 12 22 13 3211 11 11 12 21 13 31

21 21 11 22 21 23 31 22 21 12 22 22 23 32

31 31 11 32 21 33 31 32 31 21 32 22 33 32

; c a b a b a bc a b a b a b
c a b a b a b ; c a b a b a b
c a b a b a b ; c a b a b a b

    
     
     

 

 
ขอ้สงัเกตของการคณูแมทรกิซค์อื 
1) โดยทัว่ไปไมม่สีมบตักิารสลบัที ่กลา่วคอื A B B A     

เชน่ 
1 2 5 6 19 22
3 4 7 8 43 50
     

      
     

 

5 6 1 2 23 34
7 8 3 4 31 46
     

      
     

 

2) มสีมบตักิารจดักลุม่ คอื ︵A B ︶C A ︵B C ︶      
3) มสีมบตักิารแจกแจง คอื ︵A B ︶C A C B C       
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1.3.5 ดเีทอรม์แินนตข์องแมทรกิซ ์
ดเีทอรม์แินนตเ์ป็นคุณสมบตัทิีส่าํคญัของแมทรกิซ ์ โดยแมทรกิซ ์

ทีจ่ะหาดเีทอรม์แินนตไ์ดต้อ้งเป็นแมทรกิซจ์ตุรสัเทา่นัน้ 
1) ดเีทอรม์แินนตข์องแมทรกิซข์นาด 2x2 

 
11 12

11 22 21 12
21 22

a a
detA a a a a

a a
      (1.20) 

 

เชน่ 4 3
detA 4 5 2 3 14

2 5
       

 
2) ดเีทอรม์แินนตข์องแมทรกิซข์นาด 3x3 

 
11 12 13 11 12 13 11 12

21 22 23 21 22 23 21 22

31 32 33 31 32 33 31 32

a a a a a a a a
detA a a a a a a a a

a a a a a a a a
   (1.21) 

 
 11 22 33 12 23 31 13 21 32︵a a a a a a a a a ︶                

    31 22 13 32 23 11 33 21 12︵a a a a a a a a a ︶   
 

ขอ้สงัเกตของดเีทอรม์แินนตข์องแมทรกิซค์อื 
1) ดเีทอรม์แินนตข์องแมทรกิซจ์ะมคีา่เป็นเลขจาํนวนจรงิใดๆ เพยีงคา่เดยีว 
2) TdetA de ︵t A ︶  
3) de ︵t A B ︶de ︵t A ︶de ︵t B ︶    
 

1.3.6 ไมเนอร ์/ โคแฟกเตอร ์และแอดจอยตข์องแมทรกิซ ์
คุณสมบตัไิมเนอร ์โคแฟกเตอร ์และแอดจอยตข์องแมทรกิซ ์

เป็นนิยามทีส่รา้งขึน้เพือ่ประกอบการหาดเีทอรม์แินนตใ์นกรณีทีแ่มทรกิซม์ี
ขนาดใหญ่  
 

−

+

−

+ 

− − 

++



การดาํเนินการทางแมทรกิซ ์

 1) ไมเนอรข์องแมทรกิซ ์

กาํหนดแมทรกิซ ์
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
   
  

   

ไมเนอรข์องแมทรกิซ ์A เขยีนเป็น   
 

11 12 13

A 21 22 23

31 32 33

M M M
M M M M

M M M

 
   
  

     (1.22) 

 
โดยไมเนอร ์ i jM คอืดเีทอรม์แินนตข์องแมทรกิซท์ีต่ดัแถวที ่i คอลมัน์ที ่j ทิง้ 
 

11 12 13
22 23

11 21 22 23 22 33 32 23
32 33

31 32 33

a a a
a a

M a a a a a a a
a a

a a a
     

 

21 23
12 21 33 31 23

31 33

a a
M a a a a

a a
         21 22

13 21 32 31 22
31 32

a a
M a a a a

a a
    

 

12 13
21

32 33

a a
M

a a
   11 13

22
31 33

a a
M

a a
   11 12

23
31 32

a a
M

a a
  

 

12 13
31

22 23

a a
M

a a
   11 13

32
21 23

a a
M

a a
   11 12

33
21 22

a a
M

a a
  

 
ดงันัน้ ไมเนอรข์องแมทรกิซจ์งึเป็นการหาคา่ดเีทอรม์แินนตข์องแมทรกิซท์ีต่ดั
แถวและคอลมัน์ทีก่าํหนดทิง้ไป คา่ของไมเนอรแ์ต่ละตวัจงึเป็นคา่คงที ่

   2) โคแฟกเตอรข์องแมทรกิซ ์
โคแฟกเตอรข์องแมทรกิซ ์ A สงัเคราะหต่์อไดจ้ากคา่ไมเนอร ์ โดยนิยาม

ของโคแฟกเตอรท์ีต่าํแหน่ง i j
i j i jC ︵1 ︶M

   ดงันัน้จงึได ้
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11 12 13 11 12 13

A 21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

C C C M M M
C C C C M M M

C C C M M M

   
         
      

  (1.23) 

 
 3) แอดจอยตข์องแมทรกิซ ์

แอดจอยตข์องแมทรกิซใ์หนิ้ยามเป็นทรานสโพสตข์องโคแฟกเตอรข์อง
แมทรกิซ ์เป็นคุณสมบตัทิีใ่ชใ้นการหาอนิเวอรส์แมทรกิซ ์ 

 
T

11 12 13 11 21 31
T
A 21 22 23 12 22 32

31 32 33 13 23 33

C C C C C C
Ad ︵j A ︶C C C C C C C

C C C C C C

   
        
      

 (1.24) 

 
1.3.7 อนิเวอรส์แมทรกิซ ์

โดยทัว่ไปการหาอนิเวอรส์แมทรกิซถ์กูใชใ้นขัน้ตอนการแก้
สมการแมทรกิซใ์นรปูแบบสมการที ่1.4-1.7 หาอนิเวอรส์แมทรกิซท์าํไดด้งัน้ี 

 
1 Ad ︵j A ︶inv ︵A ︶A de ︵t A ︶

       (1.25) 

 
ขอ้สงัเกตสาํหรบัอนิเวอรส์แมทรกิซ ์
1) แมทรกิซท์ีจ่ะหาอนิเวอรส์ไดต้อ้งเป็นแมทรกิซจ์ตุรสัเทา่นัน้ และตอ้งเป็น
แมทรกิซท์ีม่คีา่ดเีทอรม์แินนตไ์มเ่ทา่กบัศนูย ์ 
2) 1 1 1

︵AB ︶ B A    
3) 1A A I   
4) แมทรกิซอ์นิเวอรส์ 1A  จะตอ้งมขีนาดเทา่แมทรกิซก์่อนอนิเวอรส์ A  
 

จากทีก่ลา่วมาขา้งตน้ เราตอ้งการแกส้มการในรปู Ax b  ตามสมการที ่
(5) ซึง่หาก b=0 เรยีกวา่สมการ Homogeneous แต่หาก b 0  เรยีกวา่สมการ 
Non-homogeneous ซึง่สมการน้ีรปูคาํตอบหาไดจ้าก 1x A b  ดงัสมการที ่
(1.7) ดงันัน้จงึไดว้า่ 



การดาํเนินการทางแมทรกิซ ์
1 ad ︵j A ︶x A b b

| A |
    หรอื | A | x ad ︵j A ︶b   (1.26) 

 
แยกพจิารณาไดต้ามเงือ่นไขดา้นขวาสมการได ้4 กรณี ดงัน้ี 
1) b 0 , | A | 0 จะไดร้ปูแบบทีแ่กห้าคาํตอบ x  ซึง่ไดเ้สมอ และไดค้าํตอบ
แบบหน่ึงเดยีว (unique solution) 
2) b 0 , | A | 0 จะไดค้าํตอบเป็น x 0  ซึง่เป็นคาํตอบทีไ่มม่ปีระโยชน์ (trivial 
solution) หรอืหากพบสมการในรปูแบบน้ีกไ็มต่อ้งแกใ้หเ้มือ่ยสมอง 
3) b 0 , | A | 0 จะไดร้ปูแบบทีแ่กห้าคาํตอบ x  ไมไ่ด ้(none solution) 
4) b 0 , | A | 0 จะไดร้ปูแบบทีแ่กห้าคาํตอบ x  ไดห้ลายคา่ (โดยที ่ x 0 ) ซึง่
ในกรณีน้ีมคีวามสาํคญัทีจ่ะโยงไปถงึปัญหาคา่เฉพาะ (Eigenvalue problems) 
 
1.4 ปัญหาค่าเฉพาะ 

ปัญหาคา่เฉพาะ (Eigenvector) และเวคเตอรเ์ฉพาะ (Eigenvector) เป็น
หลกัการในสาขาพชีคณติเชงิเสน้ (linear algebra) เพือ่ใชศ้กึษาการแปลงเชงิ
เสน้ (linear transformation) เกีย่วขอ้งกบัผลของแมทรกิซท์ีก่ระทาํต่อเวคเตอร ์
คาํวา่ “Eigen-” เป็นคาํในภาษาเยอรมนัซึง่ถกูใชโ้ดย Hilbert ในปี 1940  

โดยปกตเิมือ่แมทรกิซ ์A กระทาํกบัเวคเตอร ์ r (คอลมัน์แมทรกิซ)์ จะได้
ผลลพัธเ์ป็นเวคเตอร ์r ทีม่ขีนาดและทศิทางเปลีย่นไปจากเวคเตอร ์r เชน่ 

 
 

1 0 2 2
Ar r

0 3 1 3
                

 

 
 
 
 
 
 

r (2,-1) 

r (2,-3) 
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แต่หากแมทรกิซ ์A กระทาํกบัเวคเตอร ์r แลว้ทาํใหไ้ดเ้วคเตอรล์พัธ ์r ทีเ่ปลีย่น
เฉพาะขนาดแต่ทศิทางไมเ่ปลีย่นไปจากเวคเตอร ์r เดมิ เชน่ 

 
1 2 2 4 2

2
0 2 1 2 1

       
                

 

 
 
 
นัน่แสดงวา่ผลของแมทรกิซ ์ A ทาํใหเ้วคเตอรถ์กูยดืออกไปจากขนาดเดมิ 2 
เทา่ แต่ทศิทางยงัคงเดมิ ในกรณีเชน่น้ีจงึสามารถเขยีนไดว้า่ r r    หรอื 
 

Ar r r          (1.27) 
 
เรยีก r วา่เวคเตอรเ์ฉพาะ และเรยีกคา่คงที ่   วา่คา่เฉพาะซึง่เป็นคา่คงที ่ การ
แกปั้ญหาทีใ่ชห้ลกัการน้ี อาท ิการหาทศิทางหลกั (principal direction) การเสยี
รปูของหน้าตดั ซึง่มคีวามสาํคญัมากในการวเิคราะหด์า้นกลศาสตรว์สัดุ การหา
ความถีธ่รรมชาต ิ (natural frequency) ของโครงสรา้ง เพือ่ใชว้เิคราะหด์า้น
กลศาสตรก์ารสัน่สะเทอืน เป็นตน้ 

สมการที ่ (1.27) จะเป็นจรงิเสมอเมือ่ r 0  แต่ถอืเป็นผลลพัธท์ีไ่มเ่กดิ
ประโยชน์ (trivial solution) ดงันัน้จงึมองหาคาํตอบในกรณทีี ่ r 0  โดยจดัรปู
ใหมด่งัต่อไปน้ี 

 
Ar r 0         (1.28a) 

︵A I ︶r 0         (1.28b) 
1 ad ︵j A I ︶r ︵A I ︶b b ︵; b 0 ︶de ︵t A I ︶

    


  (1.28c) 

de ︵t A I ︶r ad ︵j A I ︶b 0        (1.28d) 
 

r (2,-1) 
r (4,-2) 



การดาํเนินการทางแมทรกิซ ์

เน่ืองจาก r 0 เพือ่ใหไ้ดค้าํตอบทีเ่ป็นประโยชน์ ดงันัน้สมการจะเป็นจรงิไดต้อ้ง
สอดคลอ้งกบัเงือ่นไขดงัน้ี 
 

de ︵t A I ︶0        (1.29) 
 
โดย I เป็นแมทรกิซเ์อกลกัษณ์ขนาดเทา่กบัแมทรกิซ ์A ซึง่เป็นแมทรกิซจ์ตุัรสั 
 

ตวัอยา่ง 1.1 จงหาคา่เฉพาะและเวคเตอรเ์ฉพาะของ 5 2
A

2 2
 

   
  

วธิทีาํ สมการของปัญหาคา่เฉพาะอยูใ่นรปูของความสมัพนัธ ์
  Ax x   จดัรปูใหมไ่ดเ้ป็น ︵A I ︶x 0   

เมือ่   เป็นคา่เฉพาะ และ x เวคเตอรเ์ฉพาะ ซึง่แทนคา่ไดเ้ป็น 

 1 1

2 2

5 2 1 0 x 5 2 x 0
2 2 0 1 x 2 2 x 0
             

                          
 (a) 

เพือ่ใหไ้ดผ้ลเฉลยทีเ่ป็นประโยชน์จงึตอ้งกาํหนดให ้
5 2

det ︵5 ︵︶2 ︶ ︵2 ︵︶2 ︶02 2
  

         
 

2 7 6 0 1, 6            
กรณีที ่1 เมือ่ 1 1      แทนในสมการ (1) 

1 1

2 2

x 4 2 x 05 ︵1 ︶ 2
x 2 1 x 02 2 ︵1 ︶

         
                   

 

จากสมการสามารถกระจายเป็นสมการเชงิเสน้ได ้2 สมการคอื 

1 24x 2x 0    และ  1 22x x 0   
ทัง้สองสมการมคีาํตอบทีเ่หมอืนกนัคอื 2 1x 2x  

จะเหน็ไดว้า่ x1 และ x2 เป็นคา่ทีแ่ปรตามกนั ในทางปฏบิตัจิงึสามารถ
เลอืกคา่ x1 (หรอื x2) ไดต้ามใจชอบ (arbitrary) ยกเวน้ศนูย ์เชน่ เลอืก x1=1 จะ
ทาํใหไ้ดเ้วคเตอรเ์ฉพาะ x  สาํหรบักรณีคา่เฉพาะ 1    เป็นดงัน้ี 

1

1

1 1

2 1

x x 1
x

x 2x 2
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หรอือาจเขยีนในรปูทัว่ไปไดเ้ป็น 

1

1
x k

2
 

  
 

  เมือ่ k เป็นจาํนวนจรงิใดทีไ่มเ่ทา่กบัศนูย ์

กรณีที ่2 เมือ่ 2 6      แทนในสมการ (a) 
1 1

2 2

x 1 2 x 05 ︵6 ︶ 2
x 2 4 x 02 2 ︵6 ︶

         
                   

 

จากสมการสามารถกระจายเป็นสมการเชงิเสน้ได ้2 สมการคอื 

1 2x 2x 0   และ  1 22x 4x 0   
ทัง้สองสมการมคีาํตอบเหมอืนกนัคอื 2 1x 0.5x   และโดยการเลอืก x1=1 (ค่า
เดยีวกรณีที ่ 1) จะทาํใหไ้ดเ้วคเตอรเ์ฉพาะ x  สาํหรบักรณีคา่เฉพาะ 2    ใน
รปูทัว่ไปเป็นดงัน้ี 

2

1
x k

0.5
 

   
 เมือ่ k เป็นจาํนวนจรงิใดทีไ่มเ่ทา่กบัศนูย ์

โดยทศิทางของเวคเตอรเ์ฉพาะหาไดด้งัน้ี 

1

1 otan ︵1/2 ︶0.464rad ︵26.6 ︶


    

2

1 otan ︵1/ 0.5 ︶ 1.107rad ︵63.4 ︶


       
 

ตวัอยา่ง 1.2 หน้าตดัวงกลมรศัม ี r=1 ถกูกระทาํดว้ยแมทรกิซแ์รง 5 3
A

3 5
 

  
 

 

จนมเีปลีย่นรปูรา่งไป จงหาทศิทางหลกัของการเปลีย่นรปูและรปูทรงใหมข่อง
หน้าตดั  
วธิทีาํ กาํหนดใหห้น้าตดัเดมิอยูบ่นระนาบ X-Y ซึง่มพีกิดัใดๆ บนระนาบเป็น (x, 
y) หรอืเขยีนแทนไดด้ว้ยเวคเตอร ์ r x i y j 

   สว่นหน้าตดัใหมเ่มือ่เปลีย่นรปูไป
แลว้บนระนาบ X-Y ซึง่มพีกิดัใดๆ บนระนาบเป็น (x, y) หรอืเขยีนแทนได้
ดว้ยเวคเตอร ์ r x i y j   

    
Ar r        (a) 

ตคีวามวา่หน้าตดั r ถกูแรง A กระทาํและเปลีย่นรเูป็นหน้าตดั r หรอื 

5 3 x x
3 5 y y

    
          

     (b) 
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ทศิทางหลกัคอืทศิทางทีแ่นวบนหน้าตดัเดมิวางตวัอยูใ่นแนวเดยีวกบั
หน้าตดัใหม ่เชน่ จากรปูคอืแนว A-A สว่นแนว B-B ไมใ่ชท่ศิทางหลกั สาํหรบั
ในกรณีปัญหาน้ีคอืเวคเตอร ์r และ r วางตวัในทศิทางเดยีวกนั ดงัรปู 

 
 
 
 
 
 
 
หากสมมตุวิา่ทศิทางดงักลา่วหน้าตดัใหมถ่กูยดืออกไปเป็น   เทา่ของ

หน้าตดัเดมิ จงึไดค้วามสมัพนัธร์ะหวา่งเวคเตอรบ์นหน้าตดัทัง้คูเ่ป็นดงัน้ี  
r r           (c) 

จากสมการ (a) และ (b) จงึไดว้า่ 
Ar r   หรอื ︵A I ︶r 0      (d) 
5 3 1 0 x 5 3 x 0
3 5 0 1 y 3 5 y 0

           
                          

 (e) 

สมการจะเป็นจรงิกต่็อเมือ่ de ︵t A I ︶0   ดงันัน้จงึไดว้า่ 
5 3

det 0
3 5
 

  
      (f) 

2

︵5 ︵︶5 ︶9 0
10 16 0

︵ 8 ︵︶ 2 ︶0 8, 2

   

    
       

 

เป็นความนิยมทีม่กัเรยีนคา่เฉพาะจากคา่จากมากไปหาน้อย ดงันัน้จงึได ้ 1 8   
และ 2 2   การพจิารณาจงึแบ่งเป็น 2 กรณี ดงัน้ี 
กรณีที ่1 เมือ่ 1 8     แทนในสมการ (e) 

5 8 3 x 3 3 x 0
y x

3 5 8 y 3 3 y 0
         

                    
 

B 
  B 

   A 

  A 

  r 

 r=r 



การดาํเนินการทางแมทรกิซ ์

สามารถเซตความสมัพนัธร์ะหวา่ง x และ y ดว้ยคา่อยา่งใจชอบ (arbitrary) 
(ยกเวน้ศนูย)์ เชน่ เลอืก x=1 จะได ้y=1 ซึง่จะทาํใหไ้ด ้Eigenvector เป็น  

r x i y j i j   
       

เวคเตอรน้ี์อยูใ่นทศิทาง 1 o
1 tan ︵1/1 ︶45

    ในทศิทางน้ีจงึไดว้า่ 1r r 8r   

หรอืหน้าตดัถกูยดืออกไป 8 เทา่ของหน้าดดัเดมิ 
กรณีที ่2 เมือ่ 1 2    แทนในสมการ (e) 

5 2 3 x 3 3 x 0
y x

3 5 2 y 3 3 y 0
         

                     
 

เลอืก x=1 (เหมอืนกรณี 1) จะได ้y= -1 ซึง่จะทาํใหไ้ด ้Eigenvector เป็น  
r x i y j i j   

       
เวคเตอรน้ี์อยูใ่นทศิทาง 1 o

2 tan ︵1/ 1 ︶135
    ในทศิทางน้ีจงึได ้ 2r r 2r     

หรอืหน้าตดัถกูยดืออกไป 2 เทา่ของหน้าดดัเดมิ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
หมายเหตุ ในกรณีน้ีบางครัง้เรยีก   วา่เป็น expansion factor ( 1  ) ซึง่สง่ผล
ใหห้น้าตดัถูกยดืออก และเรยีกกรณี 1   วา่ contraction factor ซึง่สง่ผลให้
หน้าตดัถกูกดยบุเขา้ 

พจิารณาระนาบ X-Y ซึง่แกนระนาบอยูใ่นแนวเดยีวกบัทศิทางหลกั 
จากหน้าตดัเดมิซึง่เป็นวงกลมรศัม ี1 หน่วย จะไดส้มการของหน้าตดัเดมิเป็น 

2 2 2
1 1x y r 1         (g) 

  X 

  r=1r 

  Y 
 X 

  Y 

1 
2 

r=2r r 

1x  

2x  



การดาํเนินการทางแมทรกิซ ์

เมือ่หน้าตดัเปลีย่นรปูโดยยดึออกไปตามแกน X (ทศิทางหลกัที ่1) เป็นระยะ 8 
เทา่ของหน้าตดัเดมิ หรอื 8r และยดึออกไปตามแกน Y (ทศิทางหลกัที ่2) เป็น
ระยะ 2 เทา่ของหน้าตดัเดมิ หรอื 2r จงึไดค้วามสมัพนัธด์งัน้ี 

1x r    2 1x 8x 8r    หรอื  1 2x x /8   

1y r    2 1y 2y 2r    หรอื   1 2y y /2   
แทนความกลบัไปในสมการวงกลมของหน้าตดัเดมิจะได ้

2 2
2 2x y 1
64 4
 
        (h) 

รปูสมการของหน้าตดัใหมท่ีไ่ดเ้ป็นสมการวงรซีึง่มแีกนเอกยาว 16 หน่วย และ
แกนโทยาว 4 หน่วย 
 
 
 
แบบฝึกหดับทท่ี 1 
 

1. กาํหนดให ้
4 1 0

A 1 3 2
0 2 5

 
   
  

 และ 
0 2 8

B 2 0 6
8 6 0

 
   
  

  

จงแสดงวา่ A เป็น Symmetric matrix และ B เป็น Skew-symmetric matrix 

2. ถา้ 3 2
A

4 1
 

  
 

 และ 0 2
B

4 5
 

  
 

 จงหา  

2.1) T

︵A B ︶  
2.2) T4 ︵A 2B ︶  

3. จงหาผลคณูของ 

 3.1) 
4 3

2 5
7 2

1 6
9 0

 
  
      

  3.2) cos ︵n ︶ sin ︵n ︶cos ︵n ︶

cos ︵n ︶ sin ︵n ︶ sin ︵n ︶

      
         

 

4. กาํหนดให ้
4 9

A 0 2
1 6

 
   
  

 และ 3 7
B

2 8
 

  
 

 จงแสดงวา่ T T T

︵AB ︶ B A  
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5. จงพสิจูน์วา่ 1 1AA A A I    
6. จงพสิจูน์วา่ 1 T T 1

︵A ︶ ︵A ︶

   
7. จงหาดเีทอรม์แินนตข์องแมทรกิซ ์

 7.1) 17 9
4 13

 
  

  7.2) cos ︵n ︶ sin ︵n ︶

sin ︵n ︶cos ︵n ︶

  
    

 

 7.3) 
5 1 8
15 3 6
10 4 2

 
 
 
  

  7.4) 
16 22 4
4 3 2
12 25 2

 
  
  

 

8. จงหาอนิเวอรส์แมทรกิซข์อง 

 8.1) 1 2
3 4
 
 
 

   8.2) 0.6 0.8
0.8 0.6
 
  

 

8.3) cos3 sin3
sin3 cos3

  
    

 8.4) 
1 2 2
2 1 2
2 2 1

 
  
  

 

8.5) 
0.5 0 0.5
0.1 0.2 0.3
0.5 0 1.5

 
  
  

 8.6) 
19 2 9
4 1 2
2 0 1

 
   
  

 

9. จงหาคา่เฉพาะและเวคเตอรเ์ฉพาะของ 

 9.1) 1 0
0 4
 
  

   9.2) 2 0
4 5
 
 
 

 

9.3) 3 2
2 2

 
 
  

  9.4) 3.50 1.00
0.75 2.50
 
 
 

 

 9.5) 
3 0 0
5 4 0
3 6 1

 
 
 
  

  

10. จงหาทศิทางหลกัของการเสยีรปูแบบยดืหยุน่ (elastic deformation) ของ
ระบบภายใตเ้งือ่นไข r Ar   เมือ่ r  และ r  เป็นพกิดัของหน้าตดัเดมิและหน้า
ตดัใหมท่ีเ่กดิจากการเสยีรปู ตามลาํดบั สว่น A เป็นแมทรกิซแ์รงทีม่คีา่ตาม
โจทยข์อ้ 9 พรอ้มทัง้บอกวา่แต่ละทศิทางเป็นการเสยีรปูแบบยดืตวั (extension) 
หรอืยบุตวั (contraction) 
 


